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ABSTRACT. A holomorphic foliation ^ on a compact complex manifold 
M is said to be an =âf-foliation if there exists an action of a complex Lie group 
G such that the generic leaf of ^ coïncides with the generic orbit of G. We 
study .if-foliations of codimension one, in particular in projective space, in 
the spirit of classical invariant theory, but here the invariants are sometimes 
transcendantal ones. We give a bestiary of examples and gênerai properties. 
Some classification results are obtained in low dimensions. 
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Introduction 



La théorie classique des invariants, au sens où l'on peut l'entendre au 
-^j-^eme gjg(.ig^ propose étant donnée une action algébrique d'un groupe al- 
gébrique G sur une variété algébrique compacte M de décrire le corps des 
fonctions rationnelles R sur M invariantes sous l'action de G. 

Parmi les pionners de la théorie des invariants, on retiendra en particulier 
Sylvester et Hesse, puis Gordan et Nœther qui font une approche que l'on qual- 
ifierait aujourd'hui d'effective. Ces travaux accompagnent le développement de 
l'algèbre linéaire, de la théorie des matrices et de la géométrie projective. Cette 
approche change radicalement, non sans polémique, avec les travaux de Hilbert 
et Hurwitz. 

La géométrie classique produit tout un folklore d'exemples. Nous en rap- 
pelons certains, en liaison avec la classification des objets algébriques ; l'un 
des plus populaires est sans doute l'invariant j des courbes elliptiques que l'on 
peut voir de différentes manières : action de PGL(2, C) sur 

CP(4) ~ {quadruplets de points sur la sphère de Riemann} 

ou action de PGL(3, C) sur 

CP(9) ~ {courbes de degré 3 dans CP(2)} 

etc. Nous mentionnerons aussi l'exemple de Gordan-Nœther en réponse à une 
affirmation de Hesse. L'ubiquité de cet exemple est tout à fait étonnante. 

Dans tout le discours qui suit les objets sont définis sur le corps C des 
nombres complexes. Si Aut M désigne le groupe des automorphismes de M, 
on dispose d'un morphisme ip : G ^ Aut M et R est invariante si 

R{ip{g).m) = R{m) 

pour tout m G M et (? G G. Si x(A^) désigne l'espace des champs de vecteurs 
holomorphes sur M, on sait, lorsque M est compacte, que x(M) est une C- 
algèbre de Lie de dimension finie qui s'identifie naturellement à J5fie(Aut M). 
Par suite, </? induit un morphisme d'algèbres de Lie 

D^p : ^ie G J^ie(Aut M) ~ x{M) 

et produit une sous-algèbre de Lie Jèf de x{^) '■ l'image de D(f. Notons que 
l'action de G sur M produit un « feuilletage » singulier ^ de la variété M. 
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INTRODUCTION 



Nous dirons que ^ est un ^-feuilletage. Evidemment ce feuilletage peut être 
trivial, par exemple lorsque l'action est transitive ou à l'inverse lorsque G est 
un groupe discret. On s'intéressera au cas où ce feuilletage est de codimension 1 
dans une situation générale, en particulier lorsque l'action n'est plus algébrique, 
c'est-à-dire lorsque les feuilles du feuilletage associé sont transcendantes. Sur 
une variété algébrique M compacte, un =âf-feuilletage de codimension 1 est 
associé à une 1-forme fermée rationnelle Vt. C'est une conséquence à peu près 
directe du fait que le groupe d'automorphismes de M est algébrique. Comme 
nous l'a signalé Serge Cantat, ce résultat persiste si M est compacte kahleri- 
enne. Par contre ce n'est plus vrai dans le cas non kâhler. L'exemple le plus 
standard est le suivant : soit F C SL(2, C) un sous-groupe discret cocompact. 
La variété M = SL(2, C)/r est munie d'une =Sf-feuilletage correspondant à 
l'action du groupe triangulaire sur M. Ce feuilletage n'est pas défini par une 
1-forme fermée mais est « transversalement projectif ». Il est probable que ce 
soit un fait général, ceci étant conforté par un résultat récent de f4j. 

Donnons maintenant quelques propriétés des ^-feuilletages de codimen- 
sion 1 sur les espaces projectifs CP(n) (chapitre 1). Le degré d'un ^^-feuilletage 
sur CP(n) est majoré par n—1 ; lorsqu'il est maximal, on a alors dim^ = n—1 
et on peut profiter pour n petit de la classification des algèbres de Lie pour 
donner une description des « invariants généralisés » de Par invariant 
généralisé on entend une primitive de la forme fermée rationnelle f2 définissant 
^ ou toute fonction « élémentaire » intégrale première de Remarquons 
que les feuilles d'un ^-feuilletage de codimension 1 sur CP(n) sont dominées 
par C"~^ ; il suffit de choisir n — 1 éléments génériques Xi, . . ., X„_i dans .if 
et de considérer l'application 

{ti, . . . ,t„_i) ^^ exp(tiXi) o . . . o exp(t„_iX„_i)(2;) 

qui est d'image dense dans la feuille passant par z. Ceci explique pourquoi les 
formes fermées f2 intervenant ici sont très spéciales ; par exemple le complément 
des pôles de fl (les pôles sont invariants par ^) ne peut être Kobayashi hy- 
perbolique. Les feuilles d'un .if-feuilletage peuvent être denses ou d'adhérence 
des variétés réelles Levi-plates. 

Nous montrons qu'un =âf-feuilletage sur CP(n), n > 3, possédant un point 
singulier isolé est nécessairement de degré 1 et que dans une carte affine ad-hoc 
les feuilles sont les niveaux d'une forme quadratique de rang maximum. C'est 
une conséquence plus ou moins directe du théorème de Frobenius singulier de 
B. Malgrange. Ce résultat devrait avoir un analogue en codimension supérieure. 

Nous décrivons ensuite quelques propriétés des .if-feuilletages liées à la na- 
ture algébrique de .if. Par exemple si tous les éléments de .if sont nilpotents, 
le feuilletage associé possède une intégrale première rationnelle. Il faut cette 
hypothèse forte car même dans le cas abélien ce résultat ne persiste pas. Mod- 
ulo des hypothèses de régularité naturelles et nécessaires, si =Sf est résoluble. 
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^ possède un hyperplan invariant. Enfin si [^,=$f] = ce qui est le cas si 
=2f est semi-simple, alors ^ possède encore un invariant rationnel. 

Le chapitre 2 est consacré à la description d'exemples, issus d'actions de 
groupes, pour la plupart classiques. 

Dans le chapitre 3 nous montrons que les feuilletages de degrés et 1 sur 
CP(n) sont des Jèf-feuilletages. Nous donnons la liste des invariants généralisés 
correspondants. 

Le chapitre 4 est consacré à la description complète des =5f-feuilletages sur 
CP(3). De cette étude on peut déduire le théorème suivant : 



Théorème 0.1. Soit G un groupe de Lie complexe connexe agissant sur 
CP(3). On est dans l'un des cas suivants : 
(i) l'action est triviale, 
(a) il existe une orbite dense, 

(m) l'orbite générique est de dimension 2 et l'action de G possède un 
invariant généralisé (fonction constante sur les feuilles, éventuellement 
multivaluée) appartenant à conjugaison près à la liste qui suit : 



2 3 

Ao ^Ai X2 \ _ n -y^o ^Ai \2 ^A3 ^ ~ \ _ n 



Zq Z\ Z2 



où V Aj = 0, Zq'' zl^ z^" z^' où V Aj = 0, 

1=0 î=0 ^ 



Z\ ( Z0Z3 + Z2Zi\ Zo { zl- ZiZz\ Zq f zl- Z^Zz 

— exD I I . — exD I I . — exp I 



— exp , — exp , — 

z-i V ^1^3 ) z-i \ z^ J Z'i 



Z0Z3 



ZlZ^ ( Z2\ Zq I Z2\ ^3 ( Zq 



^ ■ exp — , — exp — , 2 exp , 

^0 \^3/ Zl \Zl / ZiZs — Z2 \Zs 

Z2 I Z0Z3 — ZiZ2\ Z0Z3 — Z1Z2 ( Z2 

Q 

où Q est une forme quadratique, 



Z0Z3 + Z1Z2ZS + Z2 Zqz'I'^ 



zl ' zl{ziz^-zlY' 

ZqZz + Z2Z1 {zqZ^ — Z1Z2Y 



y y ' K+l K-l 

ZlZ^ Z2 -Zg 



avec K ^ ±.1 et 



{zqzI - ZiZ2Z^ + ^Y . ^ \ ^ n> 
— ^ — ou K et Ai E C 



{zizs - 
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(iv) l'orbite générique est de dimension 1; le feuilletage associé est celui 
d'un champ de vecteurs linéaire. 



Ce théorème permet d'envisager une description topologique systématique 
des feuilles des =5f-feuilletages sur CP(3). 

On note l'étrange fait suivant : toutes les surfaces invariantes qui apparais- 
sent ci-dessus (ce sont les pôles de ft) sont données par les zéros de polynômes 
à coefficients entiers. 

Rappelons qu'un polynôme P & C[zi, . . . , Zn] est dit minimal s'il est à fibre 
générique connexe. Tout polynôme P se factorise comme suit : P — p(Q) où 
p G C[t] et Q est un polynôme minimal. 

Du théorème précédent on déduit le : 

Corollaire 0.2. Soit P g C[zi, Z2, z^] un polynôme minimal; notons 

G^:={^ : C^^C^ affine, Pog^P}. 

On suppose que l'orbite générique de est de dimension 2, i.e. P est pré- 
cisément l'invariant de G^ . Alors à conjugaison près P appartient à la liste 
qui suit : 

„ „P0 ^Pl ^P2 M ^Pl 

^0 ^1 ^2 ' ^0 ^1 

Q, zq -\- Z1Z2 -\- Z2 
où Q désigne un polynôme de degré 2, pj G N et gcd(po, ■ ■ ■) = 1. 



Le chapitre 5 est consacré aux =5f -feuilletages de degré 2. Actuellement 
nous n'en avons pas la description générale pour n > 4. On présente quelques 
exemples et on traite certains cas spéciaux. 

Dans le chapitre 6 on propose ce qui devrait être la classification des =5f- 
feuilletages de degré 3 sur CP(4). Comme on l'a dit ^ est ici de dimension 
trois. Nous avons utilisé le logiciel Maple pour décrire certaines sous-algèbres 
résolubles de dimension 3 de l'algèbres des matrices complexes 5x5. Une fois 
cette description, c'est-à-dire les différentes possibilités d'algèbres , obtenue, 
les calculs des invariants sont localement triviaux mais très lourds. Nous en 
avons présenté quelques-uns, même au risque de rebuter le lecteur... La taille 
des calculs explose de la dimension trois à la dimension quatre et certains 
« résultats » ne seront finalement que des observations. Toutefois même si 
l'on ne peut prétendre obtenir des énoncés au sens classique, ceci permet de 
présenter une grande liste d'exemples que l'on peut espérer être exhaustive. 
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Bien sûr, chaque fois qu'un énoncé dépend de l'utilisation de Maple, nous le 
signalerons. 

Précisons tout de même quelques résultats sur CP(4). Si est un =$f- 
feuilletage de degré 3 sur CP(4) alors l'algèbre de Lie =Sf fait partie de la liste 
suivante : 

1. s£(2,C) 

2. C3 

3. ifa dont la présentation est {[X, Y\ = Y, [X, Z\ = aZ, % Z] = 0} 

4. ^0 = C © ^4 où ^4 est l'algèbre de Lie du groupe alîine. 

On note qu'il manque ici quelques algèbres de dimension 3 ; en fait ce sont 
des dégénérescences des précédentes qui ne produisent pas de JSf-feuilletages 
de degré 3. C'est le traitement des cas 3 et 4 qui a nécessité l'usage de Maple. 
Nous avons trouvé 17 modèles dans l'éventualité 3 et 9 dans l'éventualité 4 
L'étude des situations 1 et 2 se fait de façon classique. On obtient les deux 
résultats suivants : 

Théorème 0.3. Soit ^ un Jif -feuilletage de degré 3 sur CP(4). Si Jtf est 
abélienne, alors le feuilletage ^ admet à conjugaison près l'une des intégrales 
premières suivantes : 



4 



AO ~«1 ^«3 ~K4 

'0 ^1 ^2 ^3 ^4 






Ziz\ 






Zqz\ + ZiZ^z\ — 



~2 T -^2-2^3-2^4 
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Les Ki, K et ^ sont des nombres complexes. 

Dans le cas où =âf est isomorphe à si{2, C) on montrera le : 

Théorème 0.4. Soit ^ un ^ -feuilletage de degré 3 sur CP(4). Si est 
isomorphe à si{2,C), alors le feuilletage ^ admet à conjugaison près l'une 
des intégrales premières suivantes : 

zlzl - 4:Z2ZI - Az^Z^ + 18^2-23-24-^5 



Nous terminons par un court chapitre d'exemples de =Sf-feuilletages de 
codimension supérieure ou égale à 2. 

Notre classification est exprimée en termes de feuilletages, plus précisé- 
ment en termes d'intégrales premières. Nous n'avons pas listé les actions de 
groupes ; mais dans le texte on trouvera les différentes sous-algèbres de Lie 
qui produisent des «^-feuilletages. On peut en déduire aisément les actions de 
groupes correspondantes. 

Les =âf-feuilletages jouent aussi un rôle important dans l'étude locale des 
singularités de feuilletages. En dimension trois, il existe une théorie de réduc- 
tion des singularités ([2], [î]) ; les modèles locaux après réduction sont les Jif- 
feuilletages associés à des algèbres de Lie abéliennes. Ils interviennent aussi de 
façon naturelle sur les variétés compactes complexes sans fonction méromorphe 
non constante mais possédant suffisamment d'automorphismes (tores généraux 
et plus généralement certains quotients de groupes de Lie par des réseaux co- 
compacts etc). Sur ces variétés M tout feuilletage est associé à la donnée d'une 
sous-algèbre de Lie de l'algèbre Initialement nous avons entrepris cette 

étude pour la raison suivante. Il existe un feuilletage dit exceptionnel sur 
CP(3) associé à une action du groupe des transformations affines de la droite. 
Ce feuilletage est « stable » et par conséquent l'adhérence de l'orbite de 
sous l'action naturelle de Aut CP(3) ~ PGL(4, C) est une composante de l'es- 
pace des feuilletages de codimension 1 sur CP(3). Les adhérences des feuilles 
de sont des surfaces de degré six, degré « anormalement » grand. La 
question est de savoir s'il existe d'autres feuilletages exceptionnels associés à 
des actions de groupe. Nous avons trouvé parmi les =âf -feuilletages sur CP(4) 
un candidat à être exceptionnel ; il est de degré trois et ses feuilles sont des 
hypersurfaces de degré douze. Elles sont données par les niveaux de la fonction 
rationnelle 



(^3^2 + ^5^1 ~ Z1Z2Z4) 
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On conjecture que ce feuilletage est stable. 

L'essentiel du mémoire est « self-contained » ; nous avons laissé dans le 
texte des calculs explicites qui, bien que tous élémentaires, illustrent diverses 
techniques d'approche. 

Nous remercions J. Pereira pour sa gentillesse et sa disponibilité perma- 
nentes. 



CHAPITRE 1 



^-feuilletages. 



1. Feuilletages de codimension 1 de CP(n) associés à une algèbre 
de Lie de champs de vecteurs. Premières propriétés. 

n 

On note tt : C"^^\{0} CP(n) la projection canonique. Si eu = A^dz^ 

k=0 

est une 1-forme intégrable sur C""*"^ avec polynôme homogène de degré u 
sur C""*"^, on désigne par S^ing uu le lieu singulier de uj 

ying u := {^o = . . . = = 0} 

Dans toute la suite on suppose, quitte à diviser les Ai par gcd(74o, . . . , An), que 
codimcying u >2. On dira que v est le degré de eu. Le feuilletage associé à la 

n 

1-forme eu descend à CP(n) si et seulement si ^^Zfc^fc = et tout feuilletage 

fe=0 

^ de dimension 1 sur CP(n) est ainsi défini. Le feuilletage défini par u sur 
Qn+i noté ^ mais on dira indifféremment que ou définit ou L'égalité 
Aut CP(n) = PGL(n + 1, C) conduit à 

x(CP(n)) = Jêfie Aut CP(n) ~ ^{n + 1, C)/C.Id 

où x(CP(n)) désigne l'ensemble des champs de vecteurs holomorphes sur 
CP(n) et ^{n + 1, C) l'espace des matrices complexes (n + 1) x (n + 1). 
Ainsi un champ de vecteurs holomorphes sur CP(n) peut être vu comme un 
champ de vecteurs linéaire sur C"^"*"^ modulo C.R où R désigne le champ radial 
" d 

R = Notons encore que l'identification champs-matrices est naturelle 

puisque le fiot d'un champ linéaire X est du type e^"^x où A est « la matrice 
» de X. On prendra garde au fait que si les matrices A et B correspondent 
aux champs X et Y, alors le crochet de Lie f-'^, 5^] correspond à BA — AB. 

Soit ^ un feuilletage de codimension 1 sur l'espace projectif CP(n). On 
introduit la 
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1. if -FEUILLETAGES. 



DÉFINITION. On dit que ^ est un ^-feuilletage de codimension 1 s'il 
existe une sous-algèbre de Lie Jèf de x(CP(n)) telle qu'en tout point générique 
z e CP(n) on ait la propriété : 



En particulier, on a dimc-â?(2;) = dimc{^(2;), X e J5f} — n — \ pour z 
générique. 

Dans la suite on suppose Jèf maximale pour la propriété (*). 

On peut de même définir les Jèf-feuilletages sur C" : il suffit de demander 
que les éléments de J5f soient des champs de vecteurs affines (on prend une 
définition rigide compatible avec la prise de carte affine). 

On peut étendre la notion de JSf- feuilletage sur CP(n) ou C" à la codi- 
mension q ; dans ce cas dim J5f (^) = n — q. Sauf mention expresse du contraire 
tous les =âf-feuilletages seront de codimension 1 et l'on dira simplement =èf- 
feuilletage. 

Remarque. Soit Q{zi, Z2, z^) = zf + z^ + z^ la forme quadratique standard 
sur C^. Le feuilletage sur CP(3) décrit dans la carte affine C CP(3) par 
la forme dQ est un ^-feuilletage dont l'algèbre de Lie J5f est isomorphe à 
so(3; C) ; une base de ^ est 



en particulier l'algèbre ^ est de dimension 3. Soit m G \ {0}, alors 
=âf(m) =< Xkj^m) > est de dimension 2 car coïncide avec le plan tangent 
à la fibre Q~^{m). Ainsi l'égalité dim^(m) = 2 en tout point m générique 
n'entraîne pas dim=èf = 2. Par ailleurs, so(3; C) est isomorphe à si{2; C) et la 
sous-algèbre de dimension 2 : 



peut être vue dans so(3;C). Soit {Xi,X2} une base de J5fo. En un point 
générique m, les vecteurs Xi{m) et X-zim) sont indépendants; en particulier 
■^0 Ç so(3; C) et so(3; C) produisent le même feuilletage. C'est pour cette 
raison que l'on introduit une notion de maximalité pour =âf . 

Supposons que ^ soit un J5f -feuilletage de CP(n) et que Xi, . . . ,Xs soit 
une base de J5f C x(CP(n)). On note Xi, . . . ,Xs des relevés de Xi, . . . , Xs à 
C""*"^. Les Xk sont des champs de vecteurs linéaires et le C-espace vectoriel 



^{z) est l'espace tangent à la feuille de ^ en z. 



(*) 
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engendré par R et les Xk est une algèbre de Lie notée =Sf de dimension s + 1 ; 
l'application tt induit un morphisme d'algèbres 

satisfaisant 

'K^:Xk = Xk, vr*iî = et ker tt* = CR 

On remarque que si 5 G C""*"^ est un point générique alors =èf (z) est l'espace 
tangent à la feuille du feuilletage relevé de passant par z. 

Introduisons la sous-algèbre de =âf définie par 

Jf' := {X champs linéaires sur C"'*'^, ij^dcu = 0}. 
où u définit le feuilletage 

On note que -R ^ =âf' ; en effet, l'identité d'Euler assure que indu = (z/+2)a; ^ 
oii l'entier z/ + 1 désigne le degré des composantes de u. 



Remarque. Soit u une 1-forme intégrable sur C" définissant un feuilletage 
^ ; alors du, si elle est non nulle, définit un feuilletage de codimension 2 « 
contenu dans le feuilletage ^ » . En effet le théorème de Frobenius assure 
qu'au voisinage d'un point régulier m, il existe des coordonnées locales xi, . . ., 
Xn dans lesquelles la 1-forme a; s'écrit gdxi où g E ^*(C",m). Si duj{m) ^ 0, 
alors dg A dx\ 7^ ; on peut donc supposer que g = \ — X2-, i.e. = (1 — X'2)dx\ 
et du) = dxiAdx2- Ainsi localement l'espace des champs tangents au feuilletage 
défini par u coïncide avec l'espace engendré par les champs 

d d 

dX2 ' ' dXn 

tandis que l'espace des champs tangents au feuilletage défini par du est engen- 
dré par 

d d 

' ■ ■ ■ ' dXn 

On remarque au passage que si ixdu = 0, alors ixuj = ; ainsi =5f' est associée 
au ^-feuilletage de codimension 2 de C""*"^ décrit par du et =èf' C =âf . 



On désigne par Q'^{X) l'ensemble des g-formes holomorphes sur l'espace X. 
Les deux énoncés suivants nous seront utiles : 



Lemme 1.1. (JT4j J Soient a G rî^(C",0) tel que codimc ying a > p +1 
et (3 E n''(C",0) avec q < p. Les assertions suivantes sont équivalentes : 

(i) aA(3 = 

(ii) Il existe 7 G ^]«-^(C", 0) tel que f3 = aA'y. 



16 1. ^-FEUILLETAGES. 

En particulier si a et (3 sont deux germes de 1-f ormes holomorphes en tels 
que codimc ^ing a>2 et j3Aa = 0. Alors f3 s'écrit ha où h est une fonction 
holomorphe. 



DÉMONSTRATION. Faisons la pour q = 1. Ecrivons a = ''^^akdzk et sup- 

k=l 

posons d'abord que 

S^ing a = {ai = . . . = a„ = 0} = 
1 d 

1. e. par exemple ai ^ 0. Soit X •=~^ ; alors ix<y = 1 et l'égalité a A f3 = 
conduit à A /5) = et 7 = —ixP convient. 

Si maintenant codimc^y ing a > 2 alors pour tout m ^ ying a, on a 

(3{m) = h{m)a{m) 

on h est une fonction holomorphe sur {C"'\S^ing a, 0). Comme codim S^ing a > 

2, le théorème de prolongement d'Hartogs assure que h se prolonge en une fonc- 
tion holomorphe sur (C", 0) encore notée h. Réciproquement, si P = ha alors 
aAf3 = 0. 

Pour le cas général on renvoie le lecteur à [14j. □ 

Corollaire 1.2. Si a et (3 sont deux 1-formes homogènes de même degré 
telles que a A /? = 0. Alors (3 = ha où h est une fonction rationnelle de degré 
0. Si codim S^ing a >2, la fonction h est constante. 

Proposition 1.3. Le morphisme tt* induit un isomorphisme de S£' sur 



DÉMONSTRATION. Par la remarque qui précède, tout élément de =âf' de- 
scend en un élément de =âf. Soient Xi, . . . ,Xs une base de £â et Xi, . . . ,Xs 
des relevés de Xi, . . . , à C""*"^ par vr. Les X^ forment une base de =Sf donc 
sont tangents au feuilletage ; par conséquent X^ est tangent à cj, i.e. ^x^^ ~ 0- 
Puisque u; A rfa; = 0, on a 

i<c duj Aoj = ^ 

et le corollaire ll. 21 assure que 

ix^du = fi{Xk)uj 

où ^{Xk) G C. Comme Lru = {degu + l)u!, quitte à changer Xk en Xk — 
deg^J+i ^^ peut choisir Xk G =5f' et la proposition est évidente. □ 

On rappelle la 
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DÉFINITION. Un feuilletage ^ est de degré v sur CP(n) s'il est décrit en 
coordonnées homogènes par une 1-forme intégrable homogène lo de degré 1 
satisfaisant CQàSm.c.'S^ing lo > 2. 

Donnons une interprétation géométrique du degré. Soient ^ un feuilletage 
sur CP(n), ^ une droite générique de CP(n), z un point de ^ et la feuille 
de ^ passant par z ; le degré de ^ est égal au nombre de points z & S' tels 
que l'hyperplan tangent à #2 en z contienne En effet, soit eu une 1-forme 
de degré u + 1 sur C"+^ définissant ^ ; eu s'écrit 

n 

Akdzk 

k=0 

où les 74jfc sont des polynômes homogènes de degré 1/ + 1. Dans la carte affine 
2^0 = 1, on note 

n 

«^0 := '^\zo=i = X] -4fe(l, zi,..., Zn)dzk 

k=l 

Supposons que la droite ^ :— {z2 — . . . — Zn — 0} soit une droite générique ; 
dans la carte 2^0 = 1 le fait que ou annule le champ radial se traduit sur ^ par 

Ao{l, zi,0,...,0) + ziAi{l, zi,0,...,0)^ 0. 

Ainsi comme génériquement (sur le choix de ^) le polynôme 74o(l, ^i, 0, . . . , 0) 
est de degré u + 1, on trouve que Ai{l, zi,0, . . . , 0) est de degré u. Or uç,^^ = 
Ai{l, zi,0, . . . , 0)dzi, donc uq^^^ s'annule en u points, i.e. le nombre de points 
de tangence entre le feuilletage et la droite {z2 = ... = Zn = 0} est u. 

La proposition suivante contrôle le degré d'un ^-feuilletage ^ associé 
à une sous-algèbre =Sf C x(CP(n)) ainsi que la dimension de =Sf en degré 
maximal : 

Proposition 1.4. Soit ^ un ^ -feuilletage de degré v sur CP(n) défini 
par une 1-forme ou. Alors v < n — 1. De plus, siv — n — 1, alors dim=5f = n — 1. 



DÉMONSTRATION. Soient Xi, . . ., X., une base de ^ et G x(C"+^) des 
relevés des X^. Soit m un point générique, i.e. dim^(m) = n — 1. On peut 
supposer, quitte à réindicer, que l'espace vectoriel engendré par 

i?(m),Xi(m), . . .,Xn-i{rh) 

(où 7r(m) — m) est de dimension n, de sorte que la 1-forme ou définie par 

ini^^ . . . ix^_^dzo A... Adz^ 
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est homogène de degré n, non identiquement nulle et kercc;(m) =< R{m), 
Xi(m), . . ., Xn-i{rh) >. Par ailleurs, kerc<j(m) est l'hyperplan tangent à la 
feuille passant par m. Ainsi si m est un point générique, on a kercL'(m) = 
kerti}(m) : les deux 1-formes a; et a; sont colinéaires. Le lemme de de Rham- 
Saito assure l'existence d'un polynôme homogène fn-u-i tel que uj = fn-v-i^ ', 
comme uj est de degré u + 1 et û de degré n, le polynôme homogène fn-v-i 
est de degré n — u— letn — l>u. 

Supposons maintenant que z/ = n — 1 ; avec les notations précédentes, 
on a fn-u-i = /o G C*. Par suite les champs linéaires R, Xi, . . . , Xn-i sont 
linéairement indépendants en tout point m régulier pour ^ et les champs holo- 
morphes Xi(m), . . . , X„_i(m) sont linéairement indépendants en tout point 
m G CP{n) \ ying ^. Soient X e ^ et m e CP(n) \ ying ^, on a 

n-l 

X(m) = ^afe(m)Xfc(m) 

k=l 

OÙ afc(m) G C et les applications sont holomorphes sur CP(?t.) \ ying ^ . 
Comme codimc S^ing ^ > 2, le théorème de prolongement de Hartogs assure 
que les se prolongent à CP(?t,) tout entier et sont donc constants. □ 

On en déduit le 

Corollaire 1.5. Soit ^ un ^-feuilletage de degré 2 sur CP(3) associé 
à =âf C x(CP(3)). Alors est abélienne de dimension 2 ou isomorphe à 
l'algèbre du groupe des transformations affines {z ^ az + b} . 

Ainsi on déduira la classification des =5f- feuilletages de degré 2 sur CP(3) 
de celle de certaines sous-algèbres de Lie de dimension 2 de s£(4; C). 

DÉFINITION. Un feuilletage ^ décrit en coordonnées homogènes par la 
1-forme un possède un facteur intégrant s'il existe un polynôme homogène P 
non trivial tel que la 1-forme -p soit fermée. 

Proposition 1.6. Soit ^ un feuilletage sur CP{n) donné en co- 

ordonnées homogènes par la 1-forme u. Supposons que ^ possède un facteur 
intégrant P ; si P = p"i+^ . . . P^"-^^ est la décomposition de P en facteurs 
irréductibles, alors 
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OÙ Afc G C et H désigne un polynôme homogène. 
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Bien que techniquement difficile, l'énoncé est « essentiellement » le théorème 
de décomposition en éléments simples des fractions rationnelles à une variable. 
Il y a un énoncé analogue pour les germes holomorphes ((H)- 

Remarques, (i) Le feuilletage associé à la forme p a en général des sin- 
gularités, les croisements Pj = Pk = notamment. Les feuilles de ce feuilletage 
sont les composantes connexes des niveaux de la fonction multivaluée 



(ii) Si les sont tous nuls, le feuilletage ^ admet une intégrale première ra- 
tionnelle H/P^^ . . . P^\ Il suit de l'identité d'Euler iruj = que H/P^' . . . P^' 
est homogène de degré 0. Finalement, deg(P) = degu + 1 = z/ + 2. 

(iii) Si l'un des Afc est non nul, l'égalité 



conduit aussi à deg(P) = degu + 1 = u + 2. 

(iv) Il suit de (ii) et (iii) que p définit une 1-forme fermée rationnelle sur 



(v) Si le polynôme P est réduit, i.e. 11^ = pour tout k E {1, . . . , s}, alors 
toujours pour des raisons d'homogénéité le polynôme H est constant et on peut 



prendre H = 0. On dit alors que le feuilletage ^ défini par -p= d(y^log Pk) 





CP(n). 



s 




k=l 



s 



est logarithmique ; l'identité d'Euler implique que 




k=l 



s 



H 




pris 



S 



on préfère parfois son 
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La proposition qui suit est bien classique [â] 



Proposition 1.7. Soient ^ un feuilletage sur CP(n) décrit par une 1- 
forme u, X & x(CP(n)) et exp(tX) le flot de X . Supposons que X ne soit 
pas tangent à ^ et que ^ soit invariant par X, i.e. {exptX)*JF = ^ . Alors 
ij^uj est un facteur intégrant de ^ , où X est un relevé de X . 



DÉMONSTRATION. Les hypothèses se traduisent par : 

(i) ixUJ = P est un polynôme homogène non trivial 

(ii) [exptXyu Au = 
En dérivant (ii), on obtient 

(L^uj) A = 

ou encore 

{ixdoj + diixOj)) A u; = 
Comme uj est intégrable, on a 

ix{uj /\ du) = 

soit 

{ixùj)du + ixduj A = 

qui équivaut à 

□ 

DÉFINITION. Un champ de vecteurs X comme ci-dessus est appelé symétrie 
de ^. 



Via la proposition précédente, on peut établir qu'un ^-feuilletage de CP(rî) 
possède un facteur intégrant, c'est-à-dire est défini par une 1-forme fermée ra- 
tionnelle : 



Théorème 1.8. Soit ^ un ^ -feuilletage de CP(n). Alors ^ possède un 
facteur intégrant. Plus précisément, on a l'alternative : 

(i) le feuilletage ^ possède une symétrie 

(ii) le feuilletage ^ possède une intégrale première rationnelle non triviale. 
En particulier ^ est défini par une 1-forme fermée rationnelle sur CP(n). 



DÉMONSTRATION. On introduit les deux sous-groupes de Aut CP(n) suiv- 
ants : 

Gi :=< expty, Y e^> 
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le groupe analytique engendré par les flots des champs tangents à ^ et 

G2 := {0 G Aut CP(n), (f)*^ = ^} = {0 G Aut CP(n), (f)*ujAuj = 0} 

où uj déflnit le feuilletage 

Alors que G2 est un sous-groupe algébrique de Aut CP{n), il se peut que 
Gi ne le soit pas. On a l'inclusion Gi C G2. Notons Gf l'adhérence de Zariski 
de Gi et G2 la composante connexe neutre de G2 ; comme Gi est connexe, Gf 
aussi et Gf C G^- On a l'alternative 

- ^ie Gi C ^ie Gf C Ça 

- Gi = G^. 

Dans le premier cas, si X G =âfie Gf \ =$fie Gi, alors X est non tangent à 
^ (maximalité de =âf) et exptX G G2. Par suite X est une symétrie. 

Dans le deuxième cas, le groupe Gi est algébrique ; comme il agit sur CP(n) 
par action algébrique, l'adhérence ordinaire de toute orbite Gi.m est algébrique 
comme adhérence de l'image d'un morphisme algébrique. Par suite toute feuille 
de ^ est d'adhérence algébrique. Il résulte du théorème de Darboux-Jouanolou 
(111 5 ini) que ^ possède une intégrale première rationnelle. □ 

Ainsi énoncé ce théorème est semblable à un résultat de J. Pereira et P. 
Sânchez ([T2ij). Il se généralise comme suit (la preuve est analogue) : 

Théorème 1.9. Un ^-feuilletage de codimension un d'une variété al- 
gébrique est défini par une forme fermée rationnelle. 

Lemme 1.10. Soient ^ un ^ -feuilletage sur CP{n) décrit par une 1-forme 
LU, X une symétrie et Y un champ tangent au feuilletage. Alors i[x,Y]'^ — ^> 
i.e. [X,Y] est tangent au feuilletage 

DÉMONSTRATION. En un point régulier, le théorème de Frobenius assure 
que u s'écrit udxç, où u est une unité et xo une submersion. Si on complète 
les coordonnées à l'aide de xi,...,Xn alors les champs locaux tangents à u 

" d 

sont engendrés par ^f;-, • • • , gf-- Comme X = ^^-^fe^ — - est une symétrie, la 
1-forme est fermée. Ov ivi^ = uXç) : donc ^ est fermée, i.e : 




Puisque le champ Y étant tangent au feuilletage, il s'écrit > Yk— — ; alors 
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et [X, Y] annule u. 

Remarque. Le lemme précédent est évidemment de nature locale. 



□ 



Corollaire 1.11. Soient ^ un ^-feuilletage sur CP(n) et X un champ 
de vecteurs non tangent au feuilletage Le champ X est une symétrie de ^ 
si et seulement si [X,^] C =âf. 

DÉMONSTRATION. Soit Y G =âf, le lemme imH assure que si X est une 
symétrie alors le champ [X, Y] est tangent au feuilletage Par maximalité 
de l'algèbre ^, le crochet [X, Y] G ^. 

Réciproquement, le théorème de Frobenius assure que localement au voisi- 
nage d'un point régulier m la 1-forme u décrivant le feuilletage s'écrit udxQ. 
L'algèbre =âf = J^' © CR est de dimension ponctuelle n. Le module des 
champs tangents en m au feuilletage coïncide avec le module engendré par 
. . . , et avec le module engendré par =âf . Soit X un relevé de X ; la 

condition [X,^] C ^ implique que pour tout champ Y local tangent à 
le champ [X, Y] est tangent au feuilletage. En particulier, c'est le cas pour 
chaque [X, i > l. Supposons que le champ X s'écrive 

Xq— h . . . + X„ 



OXq OXn 

Comme la 1-forme uj annule 

\X ^ 1 - ^ + 



dxk dxk dx, 



on a — fff = pour tout /c > 1 ; on note puisque X n'est pas tangent à ^ 

que Xq = i{xo) ^ 0. Ainsi = "^^^ est fermée, ce qui implique que X 

est une symétrie. □ 

Les théorèmes qui suivent proposent un procédé de construction en cas- 
cade : 



Théorème 1.12. Soit ^ un ^ -feuilletage de degré v sur CP(n) défini en 
coordonnées homogènes sur C"^^ par la 1-forme oo de degré v + 1. Supposons 
que le ^-feuilletage ^ n'ait pas d'intégrale première rationnelle, alors ^ a 
une symétrie linéaire Z sur C""*"^ . Cette symétrie induit un facteur intégrant 
P de degré z/ + 2 qui définit un ^-feuilletage de degré < u -\- 1 sur C^+^ que 
l'on peut prolonger à CP(n + 1). 
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DÉMONSTRATION. Soit X G ; puisque P est un facteur intégrant de uj 
on a 

dP 

ixidou — — Auj) — 

et comme X G on a ixdui = ix^ = 0. Par conséquent, on obtient ixdP — 
0. 

Soit G C GL(n + 1; C) le groupe analytique de =5f' . Ce groupe n'est pas 
algébrique sinon les feuilles de ^ seraient algébriques et par le théorème de 
Darboux-Jouanolou, le feuilletage ^ admettrait une intégrale première ra- 
tionnelle ce qui est exclu. On considère alors l'adhérence de Zariski de G ; 
on a dim =5fie G < dim Jêfie G^ . Soit G^ le groupe algébrique défini par 

= {/i G GL(n + 1; C), P o /i = P} ; 

pour tout X G J^', le champ X annule P donc P(exptX) ~ P autrement dit 
GdG^. Ainsi G^ C G^ et 

J5f' ^^leGÇ ^ie G^ C J5fie G^ 

Par maximalité de la dimension ponctuelle de ^ie G^ est n ; en effet un 
champ linéaire qui appartient à J5f' en tout point générique appartient à J5f' . 
Le facteur intégrant P, de degré u + 2, apparaît donc comme invariant d'un 
sous-groupe algébrique de GL(n + 1; C) à orbites génériques de dimension n ; 
le ^-feuilletage associé à P est un =âf-feuilletage de codimension 1 et de degré 
<v-\-\ sur C"''"-'^ que l'on peut prolonger à CP(n + 1). □ 

Remarque. L'inégalité < + 1 est due au fait que l'on ne suppose pas le 
polynôme P réduit ; si P = p^i+i . . . pn^+i ^jg degré v -\-2, la 1-forme 



Pl . . . P, Y,{nk + 1) 




définissant le feuilletage associé à P est de degré strictement inférieur au degré 
de P dès que l'un des est strictement positif. 



On a une réciproque lorsque P est réduit : 



Théorème 1.13. Soit P un polynôme homogène réduit de degré k sur C""*"^ 
do7it la décomposition en polynômes irréductibles s'écrit Pi . . . P^, s > 2. Si P 
définit un ^-feuilletage sur C"+\. il existe des J/f -feuilletages sur CP(n) de 
degré k — 1 ayant pour facteur intégrant P. 

DÉMONSTRATION. On définit l'algèbre de Lie g de dimension ponctuelle n 

par 

g :— {X champs linéaires, ixdP — 0}. 
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Si X G g, \e flot de X est tangent aux niveaux de P et en particulier tangent 
à P-\0) d'où 

X{Pk)=fik{X)Pk 

s 

avec fik '■ g ^ C linéaire. Soit {Xk)k=i,...,s satisfaisant deg(Pfc) = 0, alors 

k=l 

la 1-forme Q = ^^'^î~75~ définit un =Sf-feuilletage sur CP(n). En effet, soit 

k=i 

s 

g' = {Xeg, J]Afe^fc(X) = 0}C(7 

fc=i 

Cette algèbre de Lie tangente au feuilletage logarithmique est de codimen- 
sion 1 dans g et de dimension ponctuelle n — 1. Comme P est un polynôme, 
ses niveaux (excepté P~^(0)) n'adhèrent pas à l'origine donc R ^ g. L'algèbre 
C-R + g' est de dimension ponctuelle n et tangente au feuilletage ^n- Pour 
{Xk)k=i,...,s générique, la 1-forme u = PQ satisfait coàmicS^ing tu > 2 et .^çi 
est de degré k — 1. □ 

Remarque. Si s = 1, alors = pour tout X e g. 

Si s > 2, alors f^i{X) ^ Vi G {1, . . . , s} ; en effet, si f^i{X) = on a 
X{Pi) = W X E g. Ainsi les feuilletages décrits par Pi et P coïncident et 
s = i = 1. 



2. =âf -feuilletages avec une singularité isolée en dimension n >3. 

Rappelons la définition d'un feuilletage à singularité isolée. 

DÉFINITION. Soit ^ un feuilletage sur un ouvert de C". On dit que ^ a 
une singularité isolée en m si m est isolé dans S^ing ^ . 

On démontre de façon élémentaire que si ^ est défini par la 1-forme lo = 

n 

ttkdzk alors ^ est à singularité isolée en m si et seulement si le germe en 

k=l 

m de {ai = . . . = = 0} est réduit à {m}. 

On montre ici qu'un =2'- feuilletage sur CP(n) ayant une singularité isolée 
est associé à une forme quadratique de rang maximum. Les outils nécessaires 
sont le théorème de Frobenius de Malgrange ([Ijûj) ainsi que le résultat suivant 
d'algèbre commutative : 
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Proposition 1.14. (^^^) Soient ai, . . . , a„ des éléments de (^(C", 0). Les 
assertions suivantes sont équivalentes 
(t) = . . . = = 0} = {0} 
(a) le module des relations 

n 

M, := . . . , 6„) I 5^ akhk = 0,ke ^(C", 0)} 

k=l 

est engendré par les relations triviales 

bkj = (0, . . . , 0, ttj, 0, . . . , 0, -ttk, 0, . . . , 0). 

Le théorème de Frobenius singulier de Malgrange donne une condition 
géométrique d'existence d'intégrale première holomorphe pour un feuilletage 
singulier : 

Théorème 1.15. f|10| ) Soitu un germe de l-forme holomorphe intégrable 
en 0. Si codimc ^ing oj > 3, il existe f G ^(C",0) et g e ^*(C",0) tels que 
uj = gdf , i.e. f est intégrale première du feuilletage associé à un. 

Le théorème de Malgrange est inopérant en dimension 2 : la condition 
codimc^ing a; > 3 ne peut être satisfaite sauf lorsque u n'a pas de singularité 
et là il s'agit du théorème de Frobenius classique. 

Enonçons le théorème principal de cette partie : 

Théorème 1.16. Soit ^ un £â -feuilletage sur CP(n), n > 3, ayant un 
point singulier isolé. Alors ^ est de degré 1 et il existe une carte affine C" C 
CP(n) telle que ^\q.^ soit associé à une forme quadratique de rang maximum. 



Remarque. L'énoncé ne dit pas que le lieu singulier est réduit à un point 
mais qu'il existe un point singulier isolé. 

DÉMONSTRATION. Supposons que le point singulier de ^ soit l'origine 
d'une carte affine C CP(?t,). Si X G =âf, on sait que dans la carte affine 
C" C CP(n) le champ X s'écrit 

k=i 

où i est linéaire, les affines et R le champ radial de C". 
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Le champ X s'annule en sinon toute la trajectoire de X passant par 
serait singulière pour ce qui contredirait l'hypothèse ^ admet une singu- 
larité isolée. Ainsi les sont linéaires, i.e. X s'écrit 

X' + 1{X)R 

où i : J5f — > (C")* est linéaire et X' un champ linéaire. 

Soient Xi, . . . , X^-i G J5f tels que pour z générique, on ait 

dimc < Xi{z), Xn-i{z) >= n - 1 

La 1-forme Q définie par 

ixr---ixn_idziA...AdZn 

est intégrable et s'écrit 

OÙ les Qjfc sont homogènes de degré k, fln-i = ix[ ■ ■ ■ '^x'^_^dzi A ... A dzn et 
irQ^u — 0. Il se peut que s'annule sur une hypersurface et se laisse diviser 
par un polynôme ; c'est en fait le cas. Le feuilletage ^ est défini par une 1- 
forme à singularité isolée en ; le théorème de Malgrange assure l'existence 
de / e ^(C",0) telle que df définisse localement ^ en l'origine. Si X = 

y — e =èf, alors X.f — ixdf — 0, autrement dit y^^fc^r — = 0. Comme 

OZk OZh 

k=l k=l 

nécessairement df est à singularité isolée, la proposition 1.2.3. assure que le 
module des relations des ^ est engendré par les relations triviales ; on a 



f9f d 



df d 



Ck dxk dxj 

où jikj £ Ô'{C"',0). Comme dimc < Xi{z), . . . , Xn-i{z) >— n — 1 pour z 
générique, les X' ne sont pas tous identiquement nuls et puisque / a une 
singularité isolée à l'origine, / est non submersive. De sorte qu'en calculant le 
1-jet d'un élément X générique on constate que 

f = q + termes d'ordres supérieurs 

où q est une forme quadratique non triviale. Comme Q A df = 0, \e lemme de 
de Rham-Saito assure l'existence de G G Û'{C"',0) tel que 

fl = fln-i + = Gdf = G{dq + termes d'ordre supérieur). 

Remarquons que 7^ sinon on aurait 

qui implique ÏRdf = 0, ce qui est absurde. Comme est d'ordre n — 1 et dq 
d'ordre 1, l'égalité 

Q — îln-i + — G{dq + termes d'ordre supérieur) 
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implique que G est d'ordre n — 2 > 1. On en déduit que G s'annule sur 
une hypersurface et par conséquent aussi ; or Q, est polynômiale donc cette 
hypersurface est algébrique. Ainsi G s'écrit UP avec U G ^*(C",0) et P un 
polynôme : 

Pn-2 + . . . + Pn 

où les Pi sont homogènes de degré i et Pn-2 7^ 0. Finalement Q s'écrit 
Q = + n„ = Gd/ = P[/ci/ = (P„_2 + . . . + Pjv)(u;i + . . . + OJN') = ^'c^ 

oii les ujk sont des 1-formes homogènes de degré /c, ci;i = dq avec Pjv et cuat/ non 
nuls. 

Par identification, on a 

Vtn-l = Pn-2dq 
Qn = + Pn-ldq 

< = Pn-2UJ3 + Pn-l^2 + Pndq 

. = Pn<^n' 

Il en résulte que 

1 < A^' 
n-2 < AT 

autrement dit on a l'alternative : 

- A^' = 1 et A^ = n - 1 

- A^' = 2 et A^ = n - 2. 

Dans le premier cas, P = Pn-2 + -Pn-i, OJ = oJi et ^ est un feuilletage 
de degré 1. Dans le second cas, P = Pn-2 et u = Ui + uj2 avec iRU2 = 
car ÎR^tn — 0. Ce qui signifie ici encore que ^ est un feuilletage de degré 1. 
La classification des feuilletages de degré 1 (que nous rappelons au chapitre 3) 
nous permet de trouver une carte affine dans laquelle a;2 = 0. Ainsi ^ est défini 
par dq où q est une forme quadratique nécessairement de rang maximum. □ 



Remarque. Ce théorème n'est pas correct en dimension 2 ; sur CP(2) tous 
les feuilletages de degré 1 sont des ^-feuilletages et possèdent une singularité 
isolée (trois comptées avec multiplicité) sans toutefois être associés à une forme 
quadratique. 
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1. ^-FEUILLETAGES. 

3. Théorèmes généraux. 



On rappelle quelques résultats élémentaires classiques sur les algèbres de 
Lie et on présente leur traduction en terme de =Sf-feuilletages. On renvoie aux 
livres classiques pour ces résultats. 

Proposition 1.17. Soit g une sous-algèbre de Lie de ^(n, C) dont tous 
les éléments sont semi-simples. Alors g est isomorphe à une algèbre diagonale. 



On en déduit aisément la 



Proposition 1.18. Soit g une algèbre de Lie de champs de vecteurs linéaires 
sur C"^^. Si tous les éléments de g sont semi-simples, alors g est abélienne et 
dimcf? = dimcg{m) pourra G C^"*"^ générique. 



DÉMONSTRATION. Par la proposition 11. 17| g est isomorphe à une algèbre 
de matrices diagonales ; ainsi si Xi, . . . , est une base de 5^, on peut trouver 
un système de coordonnées zq, . . . ,Zn tel que 



Alors la matrice 



j=0 



{f'j,k) 0<j<n 

l<k<s 



d_ 

dzi 



a pour rang s la dimension de g. Evaluons l'élément A^X^ de l'algèbre g au 



point générique (1, . . . , 1) (chaque m 



, mn) avec rrij 7^ se ramène à 



1) par un isomorphisme diagonal). Sous forme matricielle on obtient : 



Afc/io,fc 



k=l 











k=l 



\ 




{f^j,k) 0<j<7^ 

l<k<s 




Par suite l'espace engendré par les A^X^. évalué en (1, ... , 1) est de dimen- 



k=l 



sion s. 



□ 



3. THÉORÈMES GÉNÉRAUX. 
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On obtient comme conséquence directe : 



Corollaire 1.19. Soit^ un ^-feuilletage (de codimension 1) surCP{n) 
associé à .if C x(CP(n)). Si tous les éléments de =Sf sont semi-simples, alors 
^ est linéairement conjugué à un feuilletage logarithmique du type 

" dz- 

Zq ■ ■ ■ Zn Xj -, Xj G C 

où les Zj sont des coordonnées. 

DÉMONSTRATION. Soit Lo une 1-forme définissant le feuilletage On 
identifie ^ à La proposition 1.3.1. assure l'existence d'un système de 
coordonnées Zq, . . . ,Zn dans lequel =5f' est diagonale. Si X G X s'écrit 

" d 

où lJ>j{X) e C. Alors l'algèbre =âf est engendrée par les champs Xi, . . . 
base de =2f' et Xq = R. Si (Aq, . . . , A„) satisfait 

j=0 
n 

lij{Xk)Xj — pour k — 1, . . . ,n — 1 

L 3=0 

dz- 

alors LJ = zq . . . Zn E^ Xj — - définit □ 

j=o 

Remarques, (i) Tous les .if -feuilletages sur CP(n) associés à une algèbre 

EdiZj 
Xj — -. 



3=0 



3 



Par exemple, les champs Zj-^, j ^ 1, engendrent une algèbre g abélienne 
satisfaisant dim g{X) < 1 pour tout X E g. Ainsi l'hypothèse tous les éléments 
sont semi-simples est importante pour le dernier point, exiger que l'algèbre soit 
abélienne ne suffit pas. 

(ii) L'adhérence des feuilletages conjugués aux feuilletages logarithmiques 
du type 

dzk 

Zo...Zny^Xk (**) 

k=0 
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forme une composante irréductible de l'adhérence de l'ensemble des feuilletages 
de degré n — 1 sur CP(n) ([3j). 

(iii) On note aussi que les limites de feuilletages définis par des 1-formes du 
type (**) ne sont pas nécessairement des =âf-feuilletages ; soit ^ le feuilletage 
sur = {zq, zi, Z2, Z3} décrit par la 1-forme 

[ dzQ dzi d{zi - zo) , dzs 

U = ZqZi[Zi - Zq)Z2, Ko h Kl h ^2 h Kg 

V Zo Zi Z\ — Zo Zj, 

3 

avec 7 = 0. On remarque que uo apparaît comme limtUe oii 

i=0 

[ dzo ^ dzi d{ez2 + Zi- zo) , dz^^ 

= ZoZi[eZ2 + Zi- Zo)Z^ Kq h Kl h K2 h K3 

V Zo Zi Zi — Zq Z^ 

3 

avec = et donc ^ est limite des ^-feuilletages On peut montrer 

que uj ne définit pas un =âf-feuilletage de la façon suivante ; si 

: C ^ 

Z H-* {ipo{z),ipi{z),ip2{.z),ip^{z)) 

est une application entière qui évite les hyperplans = 0, 2:1 = et 2:0 = -Zi, 
il résulte du théorème de Picard qu'il existe une relation non triviale 

aoV^o + c^iV^i = 0, G C 

En appliquant cette remarque aux fiots des champs linéaires tangents à a;, on 
constate que la condition de dimension ponctuelle trois ne peut être réalisée. 

On rappelle la 

DÉFINITION. Soit g une algèbre de Lie, on note (5'i)igN la suite définie par 

9q = 9, Qi+i = [gi,gi] 

On dit que g est résoluble si gp = {0} pour un certain p. 

Rappelons aussi le théorème de triangulation des algèbres de Lie résolubles : 



Théorème 1.20. Toutes les algèbres de Lie complexes résolubles de matri- 
ces g sont triangulahles, i.e. il existe une matrice inversible P telle que PgP~^ 
soit triangulaire. 



3. THÉORÈMES GÉNÉRAUX. 
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DÉFINITION. Soit ^ un =âf-feuilletage sur CP(n). On dit que =âf est 
régulière si pour tout point m G CP(n) \ S^ing ^ la dimension ponctuelle 
de ^ en m est n — 1. 

On remarque qu'un =Sf-feuilletage de degré maximal n — 1 est nécessaire- 
ment régulier. 

On déduit de OU le : 

Théorème 1.21. Soit^ un feuilletage sur CP{n) associé à ^ C x(CP(n)) 
régulière. Si ^ est résoluble, alors ^ possède un hyperplan invariant Jif. En 
particulier, il existe une carte affine C" ~ CP(n) \ dans laquelle les élé- 
ments de =âf sont affines. 

DÉMONSTRATION. L'algèbre J^' est une algèbre de Lie résoluble isomorphe 
à une sous-algèbre de ^{n + 1, C). D'après le théorème 11 . 201 cette algèbre est 
triangulable et admet donc pour hyperplan invariant Jif := {zn = 0}, où 
{^0, • • • ,Zn} est un système de coordonnées triangularisant de C""*"^. Puisque 
=5f est régulière, en un point générique m de la dimension ponctuelle de 
=2" est n — 1, et Jf est invariant par le feuilletage; d'où l'existence via la 
projection canonique vr : C"+^ \ {0} CP(n) d'un hyperplan invariant pour 

Enfin, on montre facilement que si le feuilletage ^ admet un hyperplan in- 
variant J^, alors dans la carte affine CP(n) \ M' les champs tangents à ^ 
sont affines. □ 

L'hypothèse de régularité est nécessaire. Nous détaillerons en 5.1.4 l'exem- 
ple d'un feuilletage de degré deux sur CP(4) ayant une intégrale première de 
typs n^, Qi quadratique, associé à une algèbre de Lie résoluble non régulière 
maximale ; l'algèbre possède un hyperplan invariant, le feuilletage non. 

On rappelle aussi les 

DÉFINITIONS. 1) Soit g une algèbre de Lie ; il existe un unique idéal ré- 
soluble noté ^{g) appelé radical de g contenant tous les idéaux résolubles de 
9- 

2) Une algèbre g est semi-simple si elle ne contient pas d'idéal résoluble 
non trivial ce qui est équivalent à !M{g) — {0}- 

Il est assez naturel de regarder les ^-feuilletages associés aux algèbres 
semi-simples : 
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1. if -FEUILLETAGES. 



Théorème 1.22. Soit ^ un ^-feuilletage associé à la sous-algèbre =âf C 
x(CP(n)). Si ^ est semi-simple, ou plus généralement si [=5f, =2f] = =2f, alors 
^ possède une intégrale première rationnelle. 

DÉMONSTRATION. Comme d'habitude on relève =Sf à C"+^ en . Le feuil- 
letage ^ possède un facteur intégrant P = P^^~^^ . . . P^"'^^, avec gcd(Pi, . . . , Pg) — 
1, i.e. 

OÙ u) définit Si tous les Aj sont nuls, le feuilletage ^ possède une inté- 
grale première rationnelle ; si ce n'est pas le cas supposons par exemple que 
Al 7^ 0. Soit X G ; le champ X est tangent à ^ et par suite tangent aux 
hypersurfaces invariantes par Or le lieu des zéros de en est une pour 
k = 1, . . . ,s ; ceci se traduit par : 

X{Pk) = ixdPk = fikiX)Pk. 

A priori f^k{X) G ^(C""*"^, 0) mais Pk et X{Pk) sont homogènes de même degré 
donc Hk{X) G C. On constate que si X est un commutateur, i.e. si X s'écrit 
[y, Z] avec y , Z G J5f' , alors /Xfc(X) = 0. En fait chaque //^ : =5f' — > C est un 
morphisme d'algèbres de Lie donc trivial puisque [=$f' ,=$f'] = Il se trouve 
que P admet au moins deux facteurs premiers entre eux dans sa décomposition, 
i.e. s > 2. En effet supposons que P = P"^"*"^, alors 

ùj _ u; _ . dPi ,f H \ 
P~P^~^T[^[p^) 

En particulier degd^-^^ = —1 et deg = 0. L'égalité deg = et 

l'identité d'Euler impliquent que Ai deg Pi = 0, i.e. Ai = ce qui est exclu, ou 

deg Pi = ce qui est encore exclu. 

Finalement pour chaque X G ^ on a X{Pi) = X{P2) = et si Ui = dcgPj, 

la fonction rationnelle est homogène non constante de degré donc passe 

à CP(n) et est intégrale première de tout élément de =5f donc de □ 

Remarques, (i) La construction précédente donne une « construction à 
deux branches éventuellement multiples » : un J^-feuilletage associé à une 

algèbre =2f satisfaisant [.if, = admet une intégrale première du type 

avec Pi et P2 deux polynômes irréductibles et Vi — degPj. On peut en effet 
lorsque les Aj sont nuls adapter le raisonnement précédent. 

(ii) Dans le cas où =5f est semi-simple, on sait que s'intègre en un groupe 
algébrique ce qui donne immédiatement le résultat. En fait l'énoncé donne plus 
que le cas semi-simple et donne le (i) de la remarque qui a un intérêt en soi. 



3. THÉORÈMES GÉNÉRAUX. 
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Théorème 1.23. Soit ^ un ^-feuilletage sur CP(n) décrit par la 1-forme 
eu. Si tous les éléments de £â sont nilpotents, alors ^ possède une intégrale 
première rationnelle. 

DÉMONSTRATION. Comme toujours on relève l'algèbre J2f à C"''"-'^ en l'al- 
gèbre J5f' . Puisque tous les éléments de =2f sont nilpotents, J5f' est nilpotente 
et après triangulation les hyperplans Zn = cte sont invariants par les éléments 
de =âf' . Par conséquent, les feuilles du feuilletage associé à sont con- 
tenues dans les hyperplans Zn = cte et sont, puisque produit un feuilletage 
de codimension 2, de codimension 1 dans ces hyperplans. La forme dcuiz^=cte 
est nulle sinon le feuilletage restreint serait de codimension 2. On a ainsi l'é- 
galité du A dzn = qui conduit à d{uj A dzn) = ; autrement dit u est 
fermée dans les fibres Zn = cte donc par le théorème de Poincaré exacte dans 
ces fibres. Par suite, la 1-forme uj s'écrit adzn + dH. Par ailleurs, l'égalité 
degif = dega -\- 1 — àegu -|- 1 et l'identité d'Euler azn + HdegH — 
impliquent que H — — di|5+î '■> donc la 1-forme ou s'écrit 

{degu!)adzn — Znda 

Ainsi le feuilletage ^ admet comme intégrale première. □ 

Remarque. Dans la carte affine = 1 le feuilletage admet pour intégrale 
première polynomiale a. 



CHAPITRE 2 



Exemples. 



1. Principe de construction d'exemples. 



On va décrire un principe qui permet de construire des =2f-feuilletages à 
partir d'exemples classiques venant en particulier de la théorie des invariants 
et des actions de C"~^ sur C". 

On note Ek := C"'=+\ G N*, et P(Efc) ~ CP(nfe), k = l,...,q. Sur 
P{Ek), on se donne un J5f -feuilletage associé à une algèbre de Lie Jêf^ de 
champs de vecteurs linéaires; pour G P(£'jt), générique, on a 



On a vu que chaque est défini par des formes rationnelles fermées 



avec les conditions > AfcjdegPfej = et deg(iïjk) = } ^Uk/degPk/. 



Posons N = 2^ ; on considère sur ® . . . ® E'^ ~ C^"*"^ le feuilletage 

k=l 

associé à la 1-forme fermée 



où P = Pfc et les iJ,k ^ C sont non tous nuls. On remarque que descend 

k=l 

sur CP(A'^ + q — 1). En effet, si Rk désigne le champ radial sur E/., alors 
<? 

R = Rk est le champ radial sur Ei ® . . . ® Eg ; comme chaque Uk annule 

fc=i 

Rj pour j = 1, . . . , g, la 1-forme fl annule R. 



dimj5ffc(mfc) = nfc - 1 
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2. EXEMPLES. 



Proposition 2.1. Si chaque possède une symétrie X^, alors le feuil- 
letage descend en un .^-feuilletage sur P{Ei © ... © Eg). 

DÉMONSTRATION. Soit m = {fhi, . . . , fhg) e El ® . . . ® Eq un point 
générique. La sous-algèbre =âf° = © ... © =âfq est formée de champs 
tangents à t^^. On a 

9 _ 9 

dim^°(m) = dim=Sffc(?7Îfc) = ^^^fc = ^ 

k=l k=l 

Soit Xk un relevé de X^ et Pk = ijc^^k- Considérons maintenant un champ X^, 
de la forme 

9 

Xa = OikXk 
k=l 

avec a = (ai, . . . , ag) E C et < a, fi >= 0. On a 

Cl 1 ■ 9 

^x^p = Z^l^kak^— = 2^f^kak 

k=l ^ k=l 

On remarque que Xa est tangent à Soit ^ l'algèbre de Lie engendrée par 
=5f° et par les champs Xa ; l'algèbre =âf est formée de champs linéaires tangents 
à De plus, en un point m E Ei (B ■ ■ ■ (B Eg générique, on a 

9 

dim^(m) = dim^°(m) + q - 1 = ^nk + q - l = N + q - 1 

k=l 

donc induit un =âf -feuilletage. □ 

Il se peut que =âf ne soit pas maximale alors que tous les =âffc le sont ; nous 
allons voir que modulo une hypothèse d'irréductibilité elle l'est. 

DÉFINITION. Soit ^ un feuilletage sur CP(?7,) défini en coordonnées ho- 

n 

mogènes par u = '^^akdzk- On dit que est irréductible si eu n'annule pas 

k=0 

de champ constant non trivial. 

Remarquons que si ^ n'est pas irréductible, alors ^ est le pull-back 
linéaire d'un feuilletage sur un CP(£), i < n. 

Soient ^k, et ^ comme dans la proposition 12.11 : on a la : 
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Proposition 2.2. Si chaque est irréductible, alors =âf est maximale. 

g 

De plus, si on note g — {^^akXk, < a,fj, >— 0}, on a ^ — g (B =5f° et 
[5,^°]CJ5fO. 

DÉMONSTRATION. Soit Y un champ de vecteurs linéaire tangent à 
Montrons que y G J5f ; le champ Y s'écrit 

Yi + . . . + n 

où chaque Yi est un champ linéaire sur Ei (B ■ ■ ■ (B Eg et parallèle au facteur 
Ei. L'égalité 



conduit à 



et à 



-nfc 



k=l 



— Zy.ù^fc = 
k=l ^ 

Par suite, iy^'^k est divisible par ; comme Y^ est linéaire, on a iy^^k — 
g 

CkPk où Cfc e C et ^//.fcCfc = 0. Puisque ix^y^k = Pk, le champ Yk := Yk-CkXk 

k=l 

est annulé par Uk. Les composantes de Yk pourraient dépendre de variables 
autres que celles de Ek ; montrons qu'en fait ce n'est pas le cas. Soient u = 
{ui, . . . ,Us) des coordonnées de Ek et v = (fs+i, . . . ,fr) des coordonnées de 
e . . . e Ek-i e Ek+i ® . . . ® Eg. Le champ Yk s'écrit 



S Q S Q 



où les Oj et hj sont linéaires respectivement en u et v. L'égalité iy^LOk — 
conduit à 

izOJi = 



9 

où Z = 7 6,— — . Pour V général fixé ceci produit un champ de vecteurs 
j=i j 

constant non nul, dès que l'un des hj est non trivial ; ce champ est tangent à ^k 
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2. EXEMPLES. 



ce qui est exclu puisque le feuilletage est supposé irréductible. Finalement, 
Ife s'écrit 

^"^■^^^^ 

Or l'algèbre =5ffc est par hypothèse maximale donc Yfc G =5ffc. De sorte que 

k=l k=l 

g 

avec Y — 

k=l 

Pour terminer il suffit de montrer que [Xfe,=Sf°] C =Sf° ; pour cela il suffit 
de vérifier que les champs linéaires [X^, Z^], où e annulent et sont 
donc dans Jfk- Mais comme Xk est une symétrie linéaire de et iz^f^fc = 0, 
on a iixi^,zk]^k = 0. □ 

Plus généralement on montre de la même manière le : 

Proposition 2.3. SoittOk une 1-forme intégmhle homogène définissant un 
^ -feuilletage sur 0"*= admettant une symétrie et Pk = ixk^k- Si les Hk G 



1-fe 
"iR ^k 

c \ {0} satisfont /^f^k — 5 — — 0, alors la 1-forme fl — Pi . . . Pg / .l^k 

Pu 

k=l k=l 

définit un ^-feuilletage sur P(C"i ® . . . ® C"«). 



Remarques, (i) Si iRi^cok 7^ 0, on a une symétrie automatique X^ — 
et dans ce cas iru'^ — 1. 

(il) Si iRf.uJk 7^ 0, alors — iui^ouk et Pk sont des facteurs intégrants de cuk. 
Si la 1-forme cuk n'a pas d'intégrale première rationnelle, alors Qk — cte Pk- 



2. Exemples logarithmiques. 

Les exemples logarithmiques vus en 1.3. s'obtiennent trivialement via le 
principe précédent. 

On considère sur iï^^ = C la 1-forme cUk = dzk, le polynôme Pk = Zk et 
=5ffe = {0} ; le « feuilletage » ^k en points est décrit par la 1-forme 

ojk _ dzk 

Pk ^k 
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On construit sur i?i © . . . © -E^+i le feuilletage logarithmique décrit par la 
1-forme 

Eazk 
fJ'k 



Zu 
k=l 



n+1 



fik 7^ 0, qui descend sur PC^"*"^ = CP(n) dès que ^^/^fe = 0. On a ici =âf ~ 

fc=i 

Les feuilles, qui sont les composantes connexes des niveaux de la fonction 

n+1 

multivaluée ^^/ifclog^;^, sont en général denses pour n > 3. On remarque que 

k=l 

n+1 Q n+1 

tout champ XkZkT, — tel que Xkl^k 7^ est une symétrie. 

k=i k=i 



3. Exemples issus de formes quadratiques. 

Sur C"^ on considère une forme quadratique Qj de rang maximal, i.e. quitte 

,2 
k=l 

Soit le =âf-feuilletage sur C^^ défini par la 1-forme dQj et associé à 
l'algèbre so{Qj) ~ so{nj] C). Le champ radial Rj de est une symétrie de 
: c'est l'identité d'Euler. 

On construit sur = C"^ x . . . C"' le feuilletage décrit par 



à composer par un isomorphisme on peut supposer que Qj{z) = z'^ 



Qi - ■ ■ Qq'^f^j^^ 

j=l ^3 

<? 

(qui descend en un ^-feuilletage sur CP(A^ — 1) dès que ^^/ij = 0). La 
proposition 12.21 assure que ce dernier est associé à l'algèbre 

^ = KjRj, < K,ij,>=0}® so{Qi) © ... © so{Qg) 

~ C^"^ © so{ni; C) © ... © so^Ug-, C) (somme directe d'algèbres de Lie) 

En considérant comme une carte affine de CP(A^) on constate que ce 
feuilletage s'étend à CP(A^) et que ce prolongement est associé à l'algèbre =âf . 
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Si g > 3, les feuilles sont en général denses. Si Hj G Z, on obtient des 
exemples avec intégrales premières rationnelles. 

On peut aussi coller des feuilletages logarithmiques avec des feuilletages 
associés à des formes quadratiques ; considérons par exemple la 1-forme 

d{zl + Z2 + -Zg) dzo 
oj — 2 2 2 ^ 

Zi + Z2 + ^3 Zq 

On note -Ri = Zi-^ + Z2-^ + z^^ . Soit Z un champ annulant tu ; visiblement 
Z s'écrit /.Zoé + Z' avec Z' e< ^, ^, ^ >. Alors Z - /.(^o^ + f i^i) 
annule u et n'a pas de composante en ^ ; en particulier il annule 

d{zf + zl + zl) 



zl + z^ + zl 



La 1-forme u décrit donc un =âf-feuilletage de degré 2 et de codimension 1 sur 
associé à =èf = so(3; C) © C. Ce feuilletage s'étend en un =âf-feuilletage sur 
CP(4) décrit par la 1-forme 

djzf + z^ + zl) dzo , . dz4 
2 2 2 ^ ' 

Zl ~\~ ^2 -\- Z^ Zq Z4 



4. Exemples issus d'actions classiques. 



On présente quelques exemples d'actions classiques qui peuvent être des 
bases pour le principe de construction d'exemples ; la plupart de ces exemples 
se trouvent dans les livres (|8|, [6], |13|). Il est plus commode ici de présenter 
les groupes eux-mêmes que les sous-algèbres de Lie correspondantes. 



4.1. Action de PGL(2, C) sur CP(3) et construction d'un ^-feuilletage 
sur CP(4). On note V4 l'ensemble des polynômes homogènes de degré trois 
en deux variables et de manière plus générale l'ensemble des polynômes 
homogènes de degré — 1 en deux variables. Le groupe GL(2, C) agit sur Vfc 

g.P = Pog-^ 
où P eVk et g e GL(2, C). Soient A, G C*, on a 

(XgUfiP) = f^Pi\g-') = ^Pg-' = ^g.P 

L'action de GL(2, C) sur Vk induit donc une action de PGL(2, C) sur P(Vfc) — 
CP{k — 1). Or un élément de CP(3) ~ PiVi) est la donnée d'un polynôme 
P de degré 3 à multiplication par un scalaire près, autrement dit la donnée de 
trois droites vectorielles Ai, A2 et A3 dans non numérotées (les zéros de 
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P), soit encore la donnée de trois points de CP(1). Ainsi l'action de PGL(2, C) 
sur CP(3) correspond à l'action de PGL(2, C) ^ Aut CP(1) sur les triplets 
de points de CP(1). 

Décrivons les orbites de cette action. 

On compte trois orbites : l'orbite des triplets de points distincts, l'orbite 
des triplets de points dont deux seulement sont confondus et l'orbite des points 
triples. 

On commence tout d'abord par s'intéresser au sous-ensemble de CP(3) 
correspondant aux points triples ; un point triple c'est la donnée d'un polynôme 
homogène P de degré 3 qui est un cube : 

Pizo,zi) = (Pzq - azi)^ 

c'est encore la donnée du point [a : /3] G CP(1). On peut donc paramétrer les 
points triples par l'application 

(a, /3) 1-^ {(3zo - azi)^ = jS^z^ - S/S'^az^zi + 3(3a^ZQzl - a^zf 

qui induit l'application 

[a: (3]^ [(3'^ : -3(3^a : 3(3a'^ : -a^] 

dont l'image est « la » cubique gauche de CP(3) notée F. 

Décrivons maintenant l'orbite des triplets de points formés d'un point 
double et d'un point simple. On considère le polynôme Zq, c'est le point 
m = [1 : : : 0] G F. La tangente à F en m est donnée par 

d 

t ^ (1, 0, 0, 0) + t—(l, -3a, 3a^, -a^)\a=o = (1, -3t, 0, 0) 
oa 

qui correspond au polynôme Zq{zo — 3tzi) ; pour t 7^ 0, ce polynôme est le 
modèle à conjugaison près de tout polynôme de degré trois ayant un terme 
carré. 

On remarque que si ip est un élément de Aut CP(3) laissant F invariante 
et si m G F, l'image par ip de la tangente à F en m est la droite tangente à F 
en (f{m). 

Ainsi l'orbite des polynômes, dont le lieu des zéros est une droite double et 
une droite simple, est l'ensemble des tangentes S à la cubique F privé de F. 
La surface S \ F est invariante sous l'action de PGL(2, C), elle est paramétrée 
par l'application 

(a, t) (—3a, 3a^, — a^) + t(— 3, 6a, — 3a^) 

et est de degré 4 ([8j). On vérifie facilement que dans une carte affine ad-hoc, 
S est isomorphe à un cylindre cuspidal (T, s) 1— > (T, s^, s^). 

L'action de PGL(2, C) sur CP(3) produit une unique orbite générique 
CP(3) \ S et par conséquent ne produit pas de feuilletage. Toutefois elle nous 
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sera utile plus loin. Par contre l'action de SL(2, C) sur V4 admet un invariant A 
(le discriminant). On obtient ainsi un feuilletage sur dont une intégrale 
première de ce feuilletage est 

A(q;o, «1, «2, «3) := A(aozl + ŒiZqZi + a2Zozl + a^zf) 

— a\a\ — AaQa\ — Aa\a'i — 270^(1^ + 18q;oQ;iq;2Q;3. 

On le prolonge de façon naturelle à CP(4). Ce feuilletage est associé à une 
sous-algèbre =2f C x(CP(4)) isomorphe à s£(2, C) ; il est de degré 3. 

4.2. Action de PGL(3, C) sur CP(5) et construction d'un ^^-feuilletage 
sur CP(6). Le groupe GL(3, C) agit sur l'espace des matrices symétriques 
S^ym{2), C) ~ comme suit 

g.P = Cg-')Pg-' 

où P G yym{3,C) et g E GL(3, C). Cette action correspond à l'action na- 
turelle de GL(3, C) sur les formes quadratiques. Soient A, G C* ; on a 

(A^).(/xP) = ^2i'9-')P9-' 

Ainsi PGL(3,C) agit sur P^|/m(3, C) ~ CP(5). 

Décrivons les orbites de cette action. Comme CP(5) ~ {coniques de CP(2)}, 
l'étude des orbites se ramène à celles des droites doubles, des paires de droites 
distinctes et des coniques lisses. L'orbite des droites doubles est l'image de 
l'application de Véronêse 

CP(2) ^ CP(5) 
[^0 '■ Zl : 2^2] ^ [zq : z\ : Z2 '■ ZqZi : Z0Z2 ■ Z\Z'^ 

appelée surface de Véronèse ; l'orbite des paires de droites distinctes est la 
variété sécante à la surface de Véronèse (c'est l'hypersurface constituée des 
droites qui coupent cette surface) privée de celle-ci. Enfin l'orbite des coniques 
lisses est l'ouvert dense de CP(5) : 

CP(5) \ {variété sécante à la surface de Véronèse}. 

Pour obtenir im feuilletage de codimension 1 on considère comme précédem- 
ment l'action de SL(3, C) sur ,yym{3, C) : deux matrices A, B E yym{3, C) 
sont conjuguées si et seulement si il existe P G SL(3, C) telle que ^PAP = B 
c'est-à-dire si et seulement si ôieiA — detS. Donc 



(Zl Z2 Z-i \ 
Z2 Z4 Z^ \ — Z1Z4ZQ — Zizl — z\zq -\- 2Z2Z^Z^ — zlz4 
Z3 Z5 Zq I 
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est un invariant de degré 3 de l'action de SL(3, C) sur yym{3, C) ~ C^. En 
prolongeant S à CP(6), on définit un J5f- feuilletage de degré 2 et de codimen- 
sion 1 sur CP(6) dont une intégrale première est 

ziz.ze - zizl - ziz, + 2Z2ZSZ, - ziz. 



Ce =$f-feuilletage est associé à l'algèbre de Lie si{3, C) de dimension 8 ; en 
effet, l'algèbre ^ie PGL(3, C) = si{3, C) est simple donc le morphisme 

^ie PGL(3, C) = s£(3, C) ^ ^ie Aut CP(5) = x(CP(5)) 

est injectif et x(CP(5)) D ^ ~ s£(3, C). 

Plus généralement l'action de SL(n, C) sur S^ym{n; C) produit un 
feuilletage de degré n— 1 et de codimension 1 sur CP( "*'"^"^'^'' ) associé à l'algèbre 
si{n, C) dont une intégrale première est 

detA 



avec A G yym{n, C). 



4.3. Action de PGL(3, C) sur CP(9) et construction d'un «^-feuilletage 
sur CP(9). Soit W4 l'ensemble des polynômes homogènes de degré trois en 
trois variables. Le groupe GL(3, C) agit sur W4 

où P Çl W4 et g Çl GL(3, C). Comme précédemment cette action de GL(3, C) 
sur W4 se laisse projectiviser en une action de PGL(3, C) sur P(W4) ~ CP(9). 

Il y a huit orbites spéciales : celle des droites triples, de l'union d'une 
droite double et d'une droite, de l'union de trois droites en position générale, de 
l'union de trois droites concourrantes, d'une conique et d'une droite en position 
générale, d'une conique et d'une droite tangente, des cubiques cuspidales et des 
cubiques à point double. 

Les orbites génériques sont celles des courbes elliptiques. Une courbe ellip- 
tique Ex s'écrit à composition par un automorphisme près 

^1^2 = Zo{zo — Z2){zo — \Z2)- 

On constate que deux courbes elliptiques Ex et Ey sont équivalentes si et 
seulement si les ensembles 

(orbite de A sous l'action de 2; 1— > ^ et 2; 1— > 1 — et 

^' = h ^ " T^' r^' 
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coïncident ; autrement dit si et seulement si j(A) = j(A') où j désigne la fonc- 
tion 

A2(A-1)2 

En effet, j(^) = j(A) et j(l — A) = j(A). La fonction j est donc bien définie 
sur les quadruplets de points de CP(1) et induit une fonction rationnelle 
J : CP(9) CP(1) qui est la composition de j avec A. Ceci est relié au fait 
que l'on peut voir la donnée d'une courbe elliptique comme celle d'un revête- 
ment au dessus de CP(1) ramifié en quatre points, ce que nous précisons dans 
le paragraphe suivant. L'adhérence de l'orbite d'une courbe elliptique est une 
fibre de J. C'est une hypersurface de degré 6 sauf pour les deux valeurs cri- 
tiques de j : et 1728 (les points critiques de j, qui sont 2, |, 1 de multiplicité 
1 et —j, —p de multiplicité 2, correspondent aux réseaux spéciaux Z © iZ et 
Z©jZ). 

Les orbites des cubiques singulières satisfont des conditions d'incidence ; 
par exemple l'adhérence de l'orbite d'une courbe elliptique contient le lieu des 
cubiques cuspidales. 

L'action de PGL(3, C) sur CP(9) produit donc un ^-feuilletage de degré 
8 et de codimension 1 sur CP(9) associé à l'algèbre ^ ~ s£(3, C). Le calcul 
du degré n'est pas si facile et a été effectué par J. V. Pereira en utilisant 

une méthode due à Darboux. Les descriptions des feuilles et du lieu singulier 
s'obtiennent à partir des considérations précédentes sur les orbites. 

On trouvera la formule explicite de la fonction J dans le livre de Dolgachev 
[6] page 160. 



4.4. Action de PGL(2, C) sur CP(4). Comme on l'a dit précédemment 
PGL(2, C) agit sur P(V5) ~ CP(4). On retrouve et on précise les résultats du 
paragraphe ci-dessus. 

On compte cinq cas de figures différents : les quadruplets de points tous 
distincts, les paires de points doubles, les quadruplets formés d'un point triple 
et d'un point double, les quadruplets formés d'une paire de points doubles et 
d'une paire de points simples et enfin les points quadruples. 

Les quatre premières configurations produisent quatre orbites. En effet, une 
homographie permet d'échanger deux triplets de points donnés mais envoie 
quatre points distincts Zj, i = 1, ... ,4, sur 0, 1, oo et le birapport A des Zi. 
Toutefois le calcul du birapport tient compte de l'ordre dans lequel on s'est 
donné les Zi ; permuter ces quatre points a pour effet de changer le birapport A 
en ^, 1 — A, -j-zj, ou -j^. Ainsi deux quadruplets de points distincts non 

numérotés peuvent être envoyés l'un sur l'autre par un élément de PGL(2; C) 
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si et seulement si les ensembles 

et 

coïncident. Or A et A' coïncident si et seulement si j(A) = j(A'). On retrouve 
ainsi la situation du 2.4.3. 

Décrivons par exemple l'orbite d'un point quadruple : se donner un point 
quadruple revient à se donner un polynôme homogène de degré 4 de la forme 

P{zo,zi) = {Pzo - azi)'^ 

ce qui détermine un point [a : /3] G CP(1). On peut donc paramétrer les points 
quadruples par l'application 

(a, /?) ^ {(3zo - aziY = (3^z^ - 4(3^az^zi + Gf^^a^z^zl - Af^a^zozf + a^(3^ 

qui induit l'application de CP(1) dans CP(4) : 

[a: (3]^ : -4(3^a : 6(3^a^ : -4(3a^ : 

Son image est une courbe de degré 4 appelée courbe de Véronèse. 

L'action de PGL(2, C) sur CP(4) induit un =âf-feuilletage associé à =Sf ~ si{2, 
On cherche une expression de l'intégrale première de ce =Sf-feuilletage ; on prof- 
ite de l'existence d'invariants de l'action de GL(2, C) sur V5. Il existe deux tels 
invariants homogènes de degré respectivement 2 et 3 ([8j) : 

P{aoZQ + aizlzi + «2^0^! + a^^ZQzl + a^z^) = a^a^ - ^ai^a + 

et 



1î{plqZq + OL\Z^Z\ + «2^0^! + cx^zoz^ + a^z^) = det 



Q;ott2tt4 «oC^s «i«2 _|_ 01020:3 ^ O1O2O3 




6 16 16 96 96 216 



Ainsi on trouve que ^ où A = 2®(P^ — 27 H"^) est une intégrale première du 
^-feuilletage induit par l'action de PGL(2, C) sur CP(4). On en déduit que 
est une fonction linéaire de l'invariant j '■ ^ = j^j- 
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4.5. Action de PGL(3, C) sur CP(7). On considère l'espace V des 
formes différentielles 

2 

a; = ^ Akdzk 

k=0 

2 

OÙ les Ak sont des polynômes homogènes de degré 2 tels que ^jt-^A; — 0. 

fc=0 

Cet espace est de dimension 8 ; un élément générique de V, i.e. un élément tel 
que gcd(74o, ^1, ^2) = 1, représente un feuilletage de degré 1 sur CP(2) (cf. 
chapitre 3) 

Le groupe GL(3, C) agit sur V de façon naturelle 

g.uj = g*u; 

oùuj eV et g e GL(3, C). Soient A, G C*, on a 

{Xg).{lMjj) = j-g.uj 

et l'action de GL(3, C) sur V induit donc une action de PGL(3, C) sur P(V) ~ 
CP(7). 

Donnons une brève description de cette action. 
Commençons par nous intéresser aux éléments oUn^g non génériques de V, i.e. 
aux éléments tels que gcd(^O) ^2) 7^ 1 ; la 1-forme cUn^g s'écrit 

2 

k=0 

2 2 

avec ^^LkZk — 0. On remarque que ''^^Lkdzk est linéairement conjugué à 

k=0 k=0 

Z\dZ2 — Z2dZi 

Par suite, les 1-formes u!n,g sont linéairement conjuguées à des formes du type 

L[zidz2 — Z2dzi) 

où L est linéaire. Si L dépend seulement de (^1,^2), on se ramène au modèle 

UJi = Zi{zidZ2 - Z2dZi) 

et sinon à 

UJq = ZQ{ZidZ2 - Z2dZi) 



Se donner un élément de â'rb[u!i], où Ô'rbluJi] désigne l'orbite de [a;i], revient 
à se donner une droite (la droite zi — 0) du pinceau de droites associé au 
feuilletage de degré décrit par Zidz2 — Z2dzi ; ainsi dim ûrb[uji\ — 3. 
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Un élément de Ô'rbluJo] correspond au point de base du pinceau de droites 
associé au feuilletage de degré décrit par Zidz2 — Z2dzi et à une droite 
générique ; ainsi dim ^rbluo] = 4. 

On constate que Ô'rb[ui] C Û'rb[uJo] et que ^rb[uJo] est biholomorphe à 
CP(2) X CP(2) ~ CP(2) X CP(2), où CP'(2) désigne l'espace projectif dual. 
Dans CP(2) x CP(2), l'orbite de [ui] s'identifie à la variété d'incidence 

{{x, ^) e CP(2) x CP(2), X e ^} 

i.e. à 

{{[zq : zi : Z2], [«0 : "1 : "2]) ^ CP(2) x CP(2), Zoa^ + Ziai + ^2^2 = 0} 
Soit uj un élément générique de V ; le feuilletage ^ défini par uj a alors 3 

points singuliers. Il laisse donc trois droites distinctes invariantes (les droites 
joignant les trois points singuliers) que l'on peut supposer être, quitte à faire 
une transformation linéaire, les droites d'équation Zq = Zi = 0, Z2 = 0. Dans 
la carte affine 2:0 = 1, la 1-forme ui s'écrit 

Zi, Z2)dZi + ^2(1, Zi, Z2)dZ2 + -63(1, Zi, Z2){ZidZ2 - Z2dZi) 

où Bi et B2 désignent des fonctions affines et i?3 une fonction linéaire. La 
droite d'équation 2:1 = étant invariante par le feuilletage, la fonction affine 
B2 est divisible par Zi donc s'écrit cte.2;i ; de même, on obtient que Bi s'écrit 
cte.2;2. Enfin l'invariance de la droite à l'infini par le feuilletage implique que 
S3 = 0. Finalement uj s'écrit 

UJ\ — Z2dZi — \Z1dZ2 

En considérant 

(^1,2:2) ^ {Z2,zi) 

on constate que Ô'rb[uj)] — Ô'rb[uji\ ; dit autrement les feuilletages et ^1 
décrits respectivement par uj\ et uji sont conjugués. En permutant les droites 
invariantes entre elles, on obtient : les deux feuilletages ^\ et sont con- 
jugués si et seulement si A = A' autrement dit si et seulement si j(A) = j(A') 
avec les notations habituelles. 

Comme les orbites génériques sont de dimension 6, l'action de PGL(3, C) 
sur CP(7) produit un ^-feuilletage de degré 3 et de codimension 1 sur CP(7) 
associé à s£(3, C). Le calcul du degré a aussi été effectué par J. V. Pereira 
en utilisant encore la méthode de Darboux. On constate, mais ce n'est pas 
nouveau, l'ubiquité de la fonction j. 
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4.6. Action de SL(2n, C) sur les matrices antisymétriques en di- 
mension paire £^sym{2n, C). Soit M G sym{2n, C), alors M s'écrit 



—mij / 

et det M est un polynôme de degré 2n en niij qui s'avère être un carré. 
Il se trouve que V det est l'unique invariant de l'action de SL(2n, C) sur 
£^sym{2n,C) ce qui produit un .if-feuilletage de degré n — 1 sur C"^^"^^^ 
dont les feuilles sont les niveaux génériques de a/ det. On peut prolonger ce 
feuilletage à CP(n(2n — 1)). Pour n = 3 on construit ainsi un =âf- feuilletage 
de degré 2 sur CP(15). 



4.7. Action de GL(2, C) sur V5. L'action naturelle de GL(2, C) sur V5 
possède l'invariant homogène de degré 2 suivant 




6 16 16 144 216 216 

Cette action induit un .if-feuilletage de degré 2 et de codimension 1 sur 
qui se prolonge à CP(5). 



4.8. Feuilletage exceptionnel. Soit F la cubique gauche de paramétrée 

par 

t t-> (t, —, — ) 
^ ' 2' 6^ 

On note AutrC^ les automorphismes affines de laissant F invariante. En 
fait AutrC^ est isomorphe au groupe affine de la droite. 

L'orbite d'un point m sous l'action de AutrC^ est une variété d'adhérence 
algébrique. Cette action induit donc un =âf- feuilletage, noté ^r, sur dont 
le lieu singulier est F. Pour mieux comprendre on redresse F par l'auto- 
morphisme polynomial 

2 s 

3^ OC 

0: {x,y,z)^ {x,y - —,z - —) 

On constate que 0*F est une droite et 0*^r est un feuilletage dont les feuilles 
sont des cylindres au dessus de cusp. On peut prolonger ce feuilletage en un =Sf- 
feuilletage de degré 2 et de codimension 1 sur CP(3) dont le lieu singulier est 
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l'union de F, d'une droite et d'une conique. L'algèbre =âf est isomorphe à l'al- 
gèbre de Lie du groupe des transformations affines. Le théorème de Darboux- 
Jouanolou assure que le feuilletage a une intégrale première rationnelle qui 
se calcule en fait explicitement (12) ^ 



On note ujt une 1-forme définissant le feuilletage ^r- On dit que le feuil- 
letage ^' de degré 2 défini par (classe de a; dans l'espace projectif des 
formes de degré 3) est voisin de si [a;'] est proche de \jJv\- Si ^' est un 
feuilletage de degré 2 voisin de alors ^' s'écrit (j*^r où a est un automor- 
phisme de CP(3) ([3j). On dit que le feuilletage est stable et on l'appelle 
feuilletage exceptionnel. De la stabilité résulte que la variété algébrique 



est une composante irréductible de l'espace des feuilletages de degré 2 sur 



Le feuilletage exceptionnel apparait aussi lorsqu'on considère l'action na- 
turelle du groupe triangulaire 



sur V4. Elle induit une action de sur CP(3) dont les orbites sont de 

dimension 2, autrement dit un ^-feuilletage de degré 2 et de codimension 1 
sur CP(3) associé à l'algèbre du groupe des transformations affines. On peut 
montrer que c'est le feuilletage exceptionnel. 

Il y a encore une autre façon de voir le feuilletage exceptionnel. On considère 
l'action de PGL(2, C) sur CP(4) = {quadruplets de points sur CP(1)}. On a 
vu que l'invariant de cette action est l'invariant j des courbes elliptiques ; fixer 
la position d'un des quatre points revient à se donner un hyperplan CP(3) C 
CP(4). La restriction de l'invariant j à ce CP(3) donne encore le feuilletage 
exceptionnel. 



Hesse affirme que si P est un polynôme homogène en les variables ^i, . . . , 
alors les assertions suivantes sont équivalentes 




{a*^r, o e Aut CP(3)} 



cp(3) m). 




5. Exemple de Gordan-Nœther. 



(i) det ^ess P = 
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(ii) le polynôme P « dépend de moins de n variables ». 
Bien sûr Jif ess P désigne la matrice hessienne de P. 

Sylvester commence par corriger l'affirmation de Hesse ; si P est un polynôme 
homogène en Zi, . . . ,Zn, les affirmations suivantes sont équivalentes : 

" dP 

(a) Il existe «i, . . . , k„ G C non tous nuls tels que kj— — = 

j=l J 

(b) le polynôme P « dépend de moins de n variables ». 

Puis Gordan et Nœther donnent un contre-exemple à l'affirmation de Hesse : 
le polynôme homogène de degré 3 sur 

P{ZU Z2, ^3, ^4, Z,) = Zlz, + Z,Z2Z, + zlz, 

vérifie (i) mais pas (ii). Il se trouve que P définit un J^- feuilletage ^gn sur 
C^. Les champs 



d 


d 


X2 


d 


d 


dzs 


~ ^1 Q ' 

OZ4 


dz4 


dZ5 


d 


d 


X4 


d 


d 




- Z4^, 
OZ4 


^'^dZ2 


OZ4 



d d d d d d 

X3 — Zi— ^Z^— Z4— — , X4 — 2^27^ Z4— 2z5— — 

OZi OZ3 OZ4 OZ2 OZ4 OZ5 

annulent P, sont linéairement indépendants et vérifient les relations 

[Xi,X2] = 0, [X,,Xs] = -2X1, [Xi,X4] = -Xi, 
[X2,Xs] = -X2, [X2,X4 = -2X2 et [X3,X4] = 



Ils engendrent une algèbre de Lie maximale =2f qui est ponctuellement de 
dimension 4. Le ^-feuilletage ^gn se prolonge en un J5f-feuilletage de degré 
2 sur CP(5) dont une intégrale première est 

zfz^ + Z1Z2Z4 -\- Z2Z5 

13 
^0 

Dans ce feuilletage il y a un sous-feuilletage en 2-plans qui admet pour 
intégrale première 

Zi — cte, Z2 — cte, zfzs + Z1Z2Z4 + z^z^ — cte 

Ce feuilletage en 2-plans produit un =5f-feuilletage de codimension 3 sur et 
CP(5). L'algèbre C est engendré par les champs Xi et X2. 
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Il produit aussi un ^-feuilletage de codimension 2 sur CP(4) d'algèbre 
^ — < Xi, X2, R> avec pour intégrales premières 

ZI ^ P 
— et -3 

Z2 Zi 

et donc défini en coordonnées homogènes par la 2-forme de degré 3 

Zidz2 AdP - Z2dzi AdP + 3Pdzi A dz2 

Il s'obtient comme « intersection » de deux feuilletages ; cependant la 2-forme 
Q n'est pas du type fl = a A (3 avec a et (3 deux 1-formes homogènes. 

Revenons au polynôme de Gordan-Nœther ; le lieu singulier de P est l'in- 
tersection des deux hyperplans {zi = 0} et {z2 = 0}, i.e. un espace linéaire de 
codimension 2 dans C^. 



Soit / un polynôme homogène de degré 3 sur C" dont le lieu singulier 
est l'espace linéaire de codimension 2 défini par {2:1 = Z2 = 0}. Alors / = 
ZiA + Z2B ; comme le lieu des zéros de 

df , dA dB df dA ^ dB 
-^ = A + zi— + Z2^ et w^ = zi^ + B + Z2^ 

OZi OZi OZi OZ2 OZ2 OZ2 

est {zi — Z2 — Q}, f s'écrit 

azf + PziZ2 + 7^2 

où a, /3 et 7 sont des formes linéaires. On constate alors que l'exemple de 
Gordan-Nœther n'est jamais que l'exemple générique : Zi, Z2, a, P et j sont 
indépendantes ; ceci n'arrive qu'à partir de la dimension 5. D'où la 



Proposition 2.4. Soit f un polynôme homogène de degré 3 sur C", n > 
5. Supposons que S^ing f soit un espace linéaire de codimension 2. Alors 
génériquement f est linéairement conjugué à l'exemple de Gordan et Nœther 

Zi Z2 + Zi Z2 Z/i + ^2 ^5 • 

En particulier le feuilletage associé à f est un ^ -feuilletage. 



CHAPITRE 3 



^-feuilletages de degrés et 1 sur CP(n). 

1. Feuilletages de degré sur CP(n). 

La proposition suivante donne une description des feuilletages de degré 
sur CP(n) : 

Proposition 3.1. Un feuilletage .'^ de degré sur CP{n) est associé à 
un pinceau d'hyperplans, i.e. possède une intégrale première |^ où ii et £2 sont 
des formes linéaires indépendantes. En particulier, ^ est un £^ -feuilletage. 

DÉMONSTRATION. Soient L)j une 1-forme définissant le feuilletage ^ et 
m ^ ,ying uj. Le théorème de Frobenius assure l'existence au voisinage du 
point m d'une submersion z\ et d'une unité u que l'on peut écrire cte — Z2 
telles que 

Lo — (cte — Z2)dz\ 

d'où l'égalité 

dw — dz\ A dz2 

Mais comme duj est une 2-forme « constante » , un développement de Taylor 
au voisinage de m générique assure l'existence de deux formes linéaires l\ et 
£2 telles que d.uj = dii A di2- 

Il en résulte que lu = ^{£idi2 — i2dh) +dQ où Q est une forme quadratique. 
Comme eu annule le champ radial, la forme quadratique Q est nulle. 

Autrement dit à conjugaison près par un automorphisme de CP(n), il y a 
un unique feuilletage de degré dans CP(n), le feuilletage associé à 

cuq — z^dzi — ZidzQ 

i.e. au pinceau d'hyperplans ^ = cte. 

Soit =Sf l'algèbre de Lie des champs linéaires sur C"+^ annulés par la 1- 
forme 

Zçfdzi — z^^dzf) 

On constate que 

R, zj-^^ ^ > 2, j > 
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forment une base de ^ qui est visiblement maximale. On peut évidemment 
préciser la nature algébrique de =$f et donc de £^ : l'algèbre ^ s'identifie à celle 
des matrices {n + 1) x {n + 1) dont les deux premières lignes sont nulles. □ 



2. Feuilletages de degré 1 sur CP(n). 

On commence par rappeler qu'un feuilletage de degré 1 sur CP(2) possède 
une intégrale première de l'un des 3 types suivants : 

2 

z^^z^^z^^ où Ai e C et ^ Ai = 

i=0 

Zq ( Z2\ 

— exp — 

Zl \ZiJ 

Q 

^0 

où Q est une forme quadratique de rang maximum. 

En effet, soit ^ un feuilletage de degré 1 sur CP(2) décrit par la 1-forme 
uj. Le feuilletage ^ admet trois points singuliers donc une droite invariante. 
En effet supposons que ces trois points ne soient pas confondus, alors la droite 
passant par deux points singuliers distincts est invariante car a. deux points de 
contacts avec le feuilletage qui est de degré 1. Si les trois points singuliers sont 
confondus, alors chaque droite passant par le point singulier triple a un contact 
d'ordre 3 donc est invariante. Le feuilletage est donc un pinceau d'hyperplans, 
i.e. de degré ce qui est exclu. 

Si les trois points singuliers du feuilletage ^ sont distincts et non alignés, 
notons 2) une droite passant par deux de ces points ; dans la carte affine CP(2)\ 
Si, le feuilletage ^ est décrit par la 1-forme 

W|CP(2)W = /(^l' Z2)dZi + g{Zi, Z2)dZ2 

avec f et g affines. Si on prend comme origine le troisième point singulier de 
le feuilletage ^ est alors décrit dans la carte affine par la 1-forme 

LJ = {azi + I3z2)dzi + {jzi + 5z2)dz2 

avec a, /3, 7, 5 G C. On constate alors que le feuilletage est invariant sous 
l'action du flot du champ radial 

{zi,Z2) ^ {ézi,éz2) 

autrement dit R est une symétrie et P = inû est un facteur intégrant. On a 
alors à conjugaison près l'alternative P — ZqZi ou P = Zq ; si P — ZqZi alors le 
feuilletage ^ admet une intégrale première de type Zq°z^^Z2'^ ; dans le second 
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cas le feuilletage admet une intégrale première de type ^ exp(^). En fait, dans 
cette situation, on vérifie que ^ n'a que deux points singuliers. 

Si les trois points singuliers du feuilletage sont distincts et alignés, on se 
donne, pour tout t G C, une 1-forme uJi définissant un feuilletage dont 
les trois points singuliers ne sont pas alignés telle que limtut = lo. Par ce 

qui précède le feuilletage possède un facteur intégrant Pt ; par compacité, 
lini[Pj] a un sens et produit un facteur intégrant P de uj. L'identité d'Euler 

assure que le polynôme P est réductible, donc appartient à la liste suivante (à 
conjugaison près) : 

OÙ Q est une forme quadratique de rang maximum. Si P = zqQ où Q est une 
forme quadratique de rang maximum, alors : 

Ld _ dzo dQ 
avec Ao + 2Ai = 0. Quitte à prendre Aq = 2 et Ai = — 1, on obtient 

Considérons maintenant le cas où P = z^ ; alors 

Si P = Z0Z1Z2, alors ^ est un feuilletage logarithmique rencontré précédem- 
ment ; enfin si P = ZqzI, alors ^ admet pour intégrale première 

Zo [ Z2 

— exp — 

Zi \Zi 



Rappelons le résultat suivant classifiant les feuilletages de degré 1 sur 
CP(n), n > 3. Il est probablement du à G. Reeb en tout cas dans le con- 
texte affine; on le trouve dans [9]. 

Théorème 3.2. Soit ^ un feuilletage de degré 1 sur CP(?7.) ; on a l'alter- 
native suivante : 

(i) Il existe un feuilletage ^\ de degré 1 sur CP(2) et une projection 
T : CP(n) CP(2) telle que ^ = T*^i. 

(a) Le feuilletage ^ possède une intégrale première rationnelle du type 
avec deg(Q) = 2 et deg(L) = 1, i.e. le feuilletage ^ est donné en coordonnées 
homogènes par 

uj = LdQ - 2QdL 
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avec codim S^ing ou >2. 

Cet énoncé permet de montrer que l'espace des feuilletages de degré 1 sur 
CP(n) a deux composantes irréductibles correspondant aux deux possibilités 
de l'alternative. 

Corollaire 3.3. Tout feuilletage ^ de degré 1 possède un hyperplan 
invariant par ^ , autrement dit un hyperplan M" tel que M'\S^ing ^ soit une 
feuille de ^ . 

On en déduit la 

Proposition 3.4. Soit ^ un feuilletage de degré 1 sur CP(n) possédant 
une intégrale première de type j^. Alors ^ est un -feuilletage. Si Q est 
générique, V algèbre J5f associée est isomorphe à so{n,C). 

DÉMONSTRATION. On prend l'hyperplan invariant = (L = 0) comme 
hyperplan à l'infini. Sur CP(n) \ ~ C", le feuilletage ^ a pour intégrale 
première le polynôme 

Q = Qo + qi{z) + q2{z) 
où les qi sont homogènes de degré i. Si q2 est de rang maximum, alors quitte à 
composer par une translation à la source et une au but, on peut supposer que 
Qo = Qi = 0. Ainsi Q = q2 et l'algèbre des champs affines qui annulent Q est 
en fait une algèbre de champs linéaires car est singularité isolée de Q ; cette 
algèbre est so{Q) ~ so{n, C). 

Dans les cas où q2 n'est pas de rang maximum, alors Q est conjugué à 
+ . . . + zl + qi{z) , avec qi affine. Si qi est fonction de zq, . . . , Zk, alors le 
polynôme Q est conjugué à Zq + . . . + zl; le feuilletage ^ décrit par Q est 
associé à l'algèbre engendrée par les champs 

d__ _d_ 

'' dzi ^ dzj ' 



Zi— - Zj—, 0<i<j<k, 



d d 
zeT—. f. > 0, p> k + 1, et - — , m>k + l. 
OZp âzm 

Si qi n'est pas une fonction de zq, . . . ,Zk, alors le polynôme Q s'écrit à con- 
jugaison près Zq + . . . + zl + Zk+i ; le feuilletage est alors associé à l'algèbre 
engendrée par les champs 

d d d 

Zi^ Zj^, 1 <i < j < k, ze—, i>l,p>k + 2, 

OZj OZi OZp 

d d d 

-, m > k + 2, et 2zr-^ t: — , r ^ k + 1 



dzjn dzk+i dzj. 
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Lorsque ^ est de type « pull-back » on a la : 



Proposition 3.5. Soit ^ un feuilletage de degré 1 sur CP(n) du type 
^ = T*^i, où T : CP(?2) --->• CP(2) est linéaire et ^\ un feuilletage de 
degré 1 sur CP(2). Alors ^ est un ^ -feuilletage. 



DÉMONSTRATION. Soit S) une droite invariante par et ^ = t*{3j) ; 
l'hyperplan M' est invariant par ^ . Dans les cartes affines CP {n)\J^ = {zi, . . . 
et CP(2) \ ^ = {zi, Z2}, l'application r est de la forme 

{Zi, . . . ,Z„) h-* {Zi,Z2) 

Le feuilletage ^1 est décrit dans la carte affine {zi,Z2} par 

uJi = a{zi, Z2)dzi + 6(2:1, Z2)dz2 
avec a et 6 affines. Alors ^ = r*(^i) est donné par : 

LU = T*uji = a{zi, Z2)dZi + h{zi, Z2)dZ2 
Dans cette même carte, on constate que la 1-forme u annule les champs affines 

d d d d 

2:2)7^ a{zi,Z2)T:—, -7:—, ... 



OZi OZ2 OZ3 OZn 

d_ 

dzk 

□ 



Zj— — pour 3 < A; < n, 1 < j < n. 



On en déduit le 



Théorème 3.6. Tout feuilletage de degré 1 sur CP(n) est un ^ -feuilletage. 

La proposition 13.51 ne se généralise pas en degré supérieur : 

Proposition 3.7. Soit ^ du type ^ = t*^i, où t : CP(n) CP(2) 
est linéaire et ^\ est un feuilletage de degré plus grand que 2 sur CP(2). Alors 
^ n'est pas un ^ -feuilletage. 

DÉMONSTRATION. Comme dans la preuve de la proposition 13. 5| on con- 
state que ^ est décrit par 

U = Ao{Zo, Zi, Z2)dZo + Ai{zo, Zi, Z2)dZi + ^2(20, Zi, Z2)dZ2 
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OÙ les Ai sont de degré > 3. On remarque que uo annule le champ radial et les 
champs Zj-^ pour A; > 3 et j = 0, . . . , n. Supposons que pour z générique 

dimc ^{z) = diuic{X{z), X e^}^n-l 

Alors il existe X champ linéaire qui annule uj et tel que la 1-forme ô) de degré 
2 définie par 

iRixdzQ A dzi A dz2 

soit non identiquement nulle. En un point m générique, on a kera;(m) = 
kerâ;(m), autrement dit a; et ô; sont colinéaires. La 1-forme uj s'écrit Qûj' 
où S^ing ûj' est de codimension 2 et àeguj' < 2. La colinéarité de a; et ô) 
entraîne celle de a; et (D' ; ainsi uj s'écrit Pûj' avec deg P > 1 et a; s'annule 
sur l'hypersurface définie par le lieu des zéros de P ce qui viole la condition 
codimc^^wg' a; > 2. □ 



CHAPITRE 4 



=âf- feuilletages sur CP(3). 

1. Feuilletages de degré 2 sur CP(3). 

On rappelle d'abord la description de l'espace des feuilletages de degré 2 sur 
CP(3) ([3j). Puis on dégage quelques obstructions à ce qu'un tel feuilletage soit 
un =âf-feuilletage. On introduit les sous-ensembles 3) des formes homogènes 
intégrables de degré 3 sur C'^ : 

(i) On note 

1, 1, 1; 3) = ^^-T Ufe G C*, ^ Afc = 0} 

A:=0 k=0 

OÙ les ii son t des formes lin éaires non nulles. On définit alors la sous-variété 
irréductible PS(1, 1, 1, 1; 3) de P^KC^), où fi^(C") désigne l'espace des 1- 

formes homogènes de degré p sur C". Un élément [u] G PS(1, 1, 1, 1; 3) définit 
un feuilletage de degré 2 sur CP(3) si coàmicS^ing u >2. Ces éléments con- 
stituent un ouvert de Zariski PS(1, 1, 1, 1; 3) * de la sous- variété unirationnelle 
PS(1,1,1,1;3). 

Plus généralement si 9 est un sous-ensemble de 'PVl\{C^)^ on note 
e* ■={[uj]eQ\ codimc^ingcj > 2} 



(ii) On introduit l'ouvert de Zariski PS(1, 1,2;3)* de la variété unira- 
tionnelle PS(1, 1, 2; 3) où 

1, 2; 3) = {fo^iQ (ao^ + ^if^ + ^2^) I ^ ^0 + Al + 2A2 = 0} 

où les ^i sont des formes linéaires non nulles et Q une forme quadratique non 
triviale. 



(iii) On définit l'ouvert de Zariski PS(1,3;3) * de la variété unirationnelle 



PS(1,3;3) adhérence de : 



3; 3) = {£C ( Aoy + Ai-^ ) | A, G C*, Ao + 3Ai = 0} 
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avec £ forme linéaire non nulle et C de degré 3. 

(iv) On définit aussi l'ouvert de Zariski PS(2,2;3) * de la variété unira- 
tionnelle PS(2,2;3) adhérence de : 

S(2, 2; 3) = {QoQi (Xo^ + Ai^) , | A, G C*, Aq + Ai = 0} 

oli les Qi sont des formes quadratiques. 

On définit ensuite PB(2; 3) l'ensemble des pull back linéaires comme suit : 
PB(2; 3) = {t*ù \t : linéaire, ù G ^3(0^), ÎrCû = 0} 

et l'ouvert de Zariski PPB(2 ;3) * de la sous- variété unirationnelle PPB(2; 3). 
On termine par l'adhérence de l'orbite du feuilletage exceptionnel : 

Excep(2,3) = PGL(4,C).cJrn {[u], codimc^m^ > 2} 

où cut désigne la 1-forme définissant le feuilletage exceptionnel. Par construc- 
tion, les éléments génériques de Excep(2, 3) sont conjugués et correspondent à 
un =âf-feuilletage où =âf est isomorphe à l'algèbre du groupe des transformations 
affines comme nous l'avons vu dans 2.4.8. 

On peut maintenant énoncer le : 



Théorème 4.1. (^) Les ensembles PS(.; 3) *, PPB{2; 3) * et Excep{2; 3) 
sont les composantes irréductibles de l'espace des feuilletages de degré 2 sur 
CP(3). 

Ce théorème se généralise en toute dimension (fS^). 

Pour se convaincre que tous les feuilletages de degré 2 ne sont pas des 
=$f-feuilletages nous allons voir des obstructions plus ou moins évidentes à ce 
qu'ils le soient ; ces obstructions sont utilisées pour vérifier certains calculs. 
L'énoncé en dimension n > 4 pourrait s'avérer pertinent pour la classification 
des feuilletages quadratiques de CP(n). 



Lemme 4.2. Un élément générique de PS(1,3;3) * ne définit pas un £â- 
feuilletage de degré 2 sur CP(3). 

DÉMONSTRATION. Soit ^ le feuilletage décrit par 
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avec Aq + 3Ai = 0. Le feuilletage ^ a pour intégrale première -p, ; ainsi dans 
la carte affine = CP(3) \{JL = 0), les feuilles de ^ sont les niveaux 
du polynôme C de degré 3 privés des points singuliers. On suppose que C 
est général autrement dit que les niveaux de C sont des surfaces cubiques 
générales; une telle surface contient 27 droites. Soit X G x(CP(3)) un champ 
tangent à alors X laisse l'hyperplan i = invariant et par suite est affine 
dans la carte C^. Un tel X est nécessairement tangent aux 27 droites de chaque 
niveau générique. Si ^ était un =2f-feuilletage, il existerait deux champs affines 
XetY tels que 



en particulier les champs X et y seraient colinéaires le long d'un nombre fini de 
courbes. Or on vient de voir que dans chaque fibre générique de C, les champs 



De même on a le : 



Lemme 4.3. Un élément générique de PS(2, 2; 3) * ne définit pas un 
feuilletage de degré 2 sur CP(3). 

DÉMONSTRATION. Soit ^ un feuilletage de degré 2 sur CP(3) décrit par 



Si Qo et Qi sont des formes quadratiques génériques, alors P((5o — Qi — 0) est 
une courbe elliptique S" non plane (quartique). Soit X C x(CP(3)) un champ 
tangent au feuilletage ^ ; comme <f C S^ing ^ , le champ X est tangent à 
S . Si X est non identiquement nul sur S ^ il induit un champ de vecteurs Xg 
sur ê . Donc Xg est constant et en particulier n'admet pas de singularité. Par 
suite ê est une trajectoire de X. La classification des champs linéaires dit que 
leurs seules trajectoires compactes sont les points singuliers ; ainsi Xg = 0. Le 
lieu des zéros d'un champ linéaire étant une sous-variété linéaire, on obtient 
finalement que X — 0. □ 

Le lemme suivant a été prouvé au chapitre 3 : 



uj\c3 — cte ixiydzQ A dzi A dz2 



XetY sont colinéaires le long de 27 droites. 



□ 




Lemme 4.4. Un élément générique de PPB{2; 3) n'est pas un -feuilletage 
de degré 2 sur CP(3). 
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2. ^-feuilletages de degré 2 sur CP(3). 



On s'intéresse à la classification des ^-feuilletages sur CP(3). Dans le 
chapitre précédent, on a vu que les feuilletages de degrés et 1 sont des =2f- 
feuilletages. 

La liste des <if- feuilletages de degré 2 sur CP(3) est donnée par le théorème 
suivant; dans l'énoncé (^0)^1)^2,^3) désigne un système de coordonnées. 

Théorème 4.5. Un ^-feuilletage de degré 2 sur CP(3) est à conjugaison 
près décrit par l'une des formes fermées rationnelles suivantes 



Ab{i) 



,Ao Al A2 A3 
'0 ^1 ^2 ^3 



Ab{ii) 



Z1Z2 + Z0Z3 



Z1Z3 






Ab{v) 



+ 



-1-2-?, 



+ 



r3 
■^2 



le feuilletage exceptionnel donné par 




(zizz - f ) 



,2 2(«;-l) 



Af{ii) 



{Z1Z3 - zl) 
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Af{v) 



Z2 

— exp 

Z3 



^0^3 ~ Z1Z2 



) 



(2:0^3 ~ Z1Z2) 



K 



Afivz) 



K — 1 

■2 ^3 



Afivii) 



Z0Z3 — Z1Z2 




) 



où K et Xi G C. 

En particulier, on obtient le théorème annoncé dans l'introduction. Les 
symboles Ab et Af distinguent les cas abéliens et affines. 

La proposition ini assure qu'un =âf-feuilletage ^ de degré 2 sur CP(3) est 
associé à une sous-algèbre =Sf C x(CP(3)) de dimension 2. D'après la clas- 
sification des algèbres de Lie complexes de dimension 2, l'algèbre ^ est soit 
abélienne, soit isomorphe à l'algèbre de Lie du groupe des transformations 
affines {z az + b}. La démonstration du théorème 14.51 se fait en plusieurs 
étapes suivant la nature de l'algèbre =âf . Elle procède par classification effective 
des sous-algèbres de matrices de dimension deux. 

Bien que cela n'apparaisse pas directement dans le texte nous avons souvent 
utilisé le lemme suivant qui permet d'éliminer certaines configurations : 

Lemme 4.6. Soit ^ un ^-feuilletage sur CP(n). Supposons qu'il existe 
un élément X G ^ dont la matrice associée est de rang 1. Alors deg^ < n — 1 
et il existe une projection r : CP(n) CP(n — 1), un feuilletage ^' sur 
CP(n - 1) tels que ^ = t*^'. 

DÉMONSTRATION. Soit Xi = X, X2, . . ., des éléments de ^ tels 

qu'en un point générique m, les champs R{m), Xi(m), . . ., X„_i(m) soient 
indépendants. La condition de rang entraîne que le champ X s'écrit 



où i est une forme linéaire et Xq un champ constant. 

On peut choisir des coordonnées dans lesquelles le champ Xq est de la forme 
; on a alors 

iRiXo ■ ■ ■ ix„-i dzoA... Adzn = Pu 
où P est un polynôme homogène éventuellement constant et uj une 1-forme 
définissant . On constate que degcu < n — 1 et que la 1-forme uj ne dépend 
pas àe zq. □ 
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2.1. L'algèbre ^ est abélienne. Si A est une matrice carrée on écrit 
A = As\ Aj<! où As est semi-simple, Aj^ nilpotente et [^5, Aat] = 0. Si A et 
B commutent, alors [As', S^] = \A^,B]^\ = [As,Bn] = [An,Bs] = : c'est la 
« jordanisation simultanée ». 

Par Jordanisation simultanée des matrices, on établit la : 



Proposition 4.7. Soit ^ un ^ -feuilletage de degré 2 sur CP(3) associé 
à une algèbre ^ abélienne. On est à conjugaison près dans l'une des configu- 
rations suivantes : 

(i) l'algèbre J!f est diagonale, 

(a) l'algèbre =Sf est engendrée par les champs 

d d d d d 
zi^ V{z2 + Z'i)- Vz^ — , {z2 + kz^)t, ^ Z'i— et R, 

OZo OZ2 OZ-i ÔZ2 OZ3 

(m) l'algèbre =âf est engendrée par les champs 

d d d d d ^ 

kzq- \- Z2T, ^^3^, zoT, ^^3^ et R. 

OZq OZi OZ2 OZq OZi 

(iv) l'algèbre ^ est engendrée par les champs 

d d d d ^ 

Zi- \-Z3 — , ZoT, \- KZi— et R, 

OZi OZ2 OZq OZi 

(v) l'algèbre =âf est engendrée par les champs 

d d d . , (9 d ^ 

zi^ V Z2T, yz^——, [z2 + kz3)t, y z^— et R. 

OZq OZi OZ2 OZq OZi 



DÉMONSTRATION. On décrit par jordanisation toutes les algèbres de ma- 
trices ^ = CRQ)^' avec =âf abélienne ; si une telle algèbre contient un élément 
de rang 1 on ne la retient pas (I4.6jl L'étude se fait « à la main » en examinant 
la nature du spectre d'un élément générique de Tous calculs faits on obtient 
les algèbres suivantes générées par 



R 



( 1 








1/ 



îd 



et les matrices de X et y avec 
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{i)X 



( «0 





V 





«1 












\ 




«3 / 



Y 



I ^ 





V 

















\ 




) 



{n)X 



(iii) X 



(iv) X 



( 1 








\ 




( 








o\ 





1 


1 










1 


K 











1 





Y = 








1 





^0 








oy 




vO 








oy 


/ K 








0^ 


\ 


/ 1 








o\ 








1 





Y = 








1 














1 
















\o 








o> 




\o 








oy 


/o 








^ 




/ 1 













1 













K 

















1 


Y = 














VO 








Oy 




VO 








oy 


/o 


1 





°\ 




^0 





1 


.\ 








1 
















1 











1 


Y = 






















0/ 












oy 



1 



Av 7^ 1 



(v) X 



En prenant les champs de vecteurs associés à ces cinq configurations on 
obtient la liste annoncée dans la proposition. □ 

Nous allons maintenant présenter la liste des intégrales premières des feuil- 
letages associés à ces cinq algèbres. 

(i) Cas oii ^ est diagonale. Avec les notations précédentes on a 



^ d ^ d 

X = ^ctkZk-Q^, y = ^(^kZk-Q^ et R 

k=0 ^ k=0 ^ 



Le feuilletage ^ est décrit par 



inixir dzo A dzi A dz2 A dzs — Z0Z1Z2Z3 



k=0 



dzk 



4. if-FEUILLETAGES SUR CP(3). 

3 3 



avec ^^AfcOife = ^^^kPk — ^^^k — 0. C'est le cas Ab (i) du théorème 



k=0 k=0 k=0 

2.1. 



(ii) Traitons le cas où est engendrée par les trois champs 
d d d d d 

Zl^ V{z2 + Z-i)- h ^37^, (^2 + ^^3)7^ VZ^—QiR, K^l 

OZq dZ2 OZ-i dZ2 OZz 

correspondant à la deuxième configuration de matrices. La 1-forme lo 
annulée par ces trois champs s'écrit 

(1 — K)Z\z\dZÇi + ((k — 1)2:0 — KZ\)z\dZ\ — zlz3dZ2 + {Z2 + K,Z3)zfdZs 

Dans ce cas, on constate que si k = 0, alors 
^ df'-^-'-^ 



zjz'i \zi Zz 



qui correspond au premier cas de Ab (ii). 

En fait pour tout z\z^ est un facteur intégrant de lo. On vérifie que 



_4L = (,_i)^f£^iV ,^1 

z{zi \zx) yzsj \Zi Z3 J 

C'est le cas général de Ab (ii) du théorème 2.1. Une intégrale première 
du feuilletage décrit par eu est 

(k — 1) — H — - + «log ( — I ou son exponentielle 

Zl Z3 \Z3J 



autrement dit, à conjugaison près 

Z1Z2 — ~0--3 
Z1Z3 



si = 



Zl ( ZqZ3 + Z2Z1 \ . 

— exp I SI K 7^ U 



Z3 

On note que lorsque k = 1 le feuilletage correspondant est de degré 



1. 



(iii) Cas où =èf est engendrée par les trois champs 
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correspondant à la troisième configuration de matrices. La 1-forme uj 
annulée par ces trois champs s'écrit à multiplication près 

-zldzç) + ZQzldzi + {nzQZ'i - ZoZ2)zsdz2 

+ {Zqz'^ — KZQZ2Z3 — ZqZiZs + ZoZ2)dZ3 

Ici encore on trouve un facteur intégrant de lu évident : ZqZ^. On a 

eu dZç, dZ3 1 f ^2 ~ '^K'Z2Zs — 2ZiZs\ 



ZqZ^ Zq Zs 



+ d 



2zi ) 



Une intégrale première de cette forme et du feuilletage correspondant est 
donnée par 



Zq f Z2 - 2ZiZ3 - 2kZ2Z3\ 

T,'^^[ 24 ) 



soit à conjugaison près 



C'est le cas Ab (iii). 



(iv) Cas où 5^ est engendrée par les trois champs 

d d d d ^ 

zi- \-Z3 — , zo^ \- KZi— et R. 

OZi OZ2 OZq 0Z\ 

La 1-forme ou annulée par ces trois champs s'écrit à multiplication près 

—KZizldZQ + ZozjdZi — ZoZiZ3dZ2 + ZoZi{{k, — 1)Z3 + Z2)dZ3 

En cherchant une famille d'applications linéaires laissant le feuilletage 
invariant, on construit une symétrie et on trouve que la 1-forme uu admet 
pour facteur intégrant Z0Z1Z3 ; ce que l'on peut constater de visu : 

u; ^_^dz,^dz,^^^_^^d_Z3_Jz_2 



ZQZ1Z3 Zq Zi Z3 \Z3, 

Elle décrit un =5f- feuilletage de degré 2 sur CP(3) dont une intégrale 
première est 

exp ' 



^0 V^3 

Il s'agit du cas Ab (iv). 

(v) Cas où J5f est engendrée par les trois champs 

d d 9 . . d d ^ 

Zi- \- Z2^ ^^3-^, {Z2 + liZ3)- \- Z3— et R 

OZq OZi OZ2 OZq OZi 
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correspondant à la cinquième configuration de matrices. La 1-forme uj 
annulée par ces trois champs s'écrit 

—zldZo + zl{z2 + KZ'ijdZi + Z'iiziZ'i - zl - KZ2Z'i)dZ2 
+ (2:0^3 - 22:1^2^3 + zl + KZ^Zs - KZizl)dzs 

Le polynôme z^ est un facteur intégrant de eu et 

^ ^ f + _ «,4 - 4 + '''' 



^3 V ^3 ^3 2z| 3^3 z| 

Cette forme décrit un feuilletage de degré 2 sur CP(3) dont le lieu 
singulier est une droite 

ying ^^{z2 = Z3 = 0) 

et d'intégrale première 

—ZqZ^ + KZiZ^ + Z1Z2ZS g 2 — 



^3 

Celle-ci s'écrit à conjugaison et composition à gauche par une homogra- 
phie près 

ZqZ^ + ^1^2^3 + ^2 

13 
^3 

C'est le cas Ab (v). Dans la carte affine z^ = 1, cette intégrale première 
s'écrit 

C{zo, Zi, Z2) — Zo + Z1Z2 + Z2 

ce qui nous donne un polynôme de degré 3 induisiant un =$f-feuilletage 
dans C^. On constate que pour tout p G C, on a 

C{p^zo, p^zi,pz2) = p^C{zo, Zi, Z2), 
en particulier pour p = e*, on a 

C(e^*^o, e^*^i, 6*^2) = e^*C{zo, Zi, Z2). 
Autrement dit le champ linéaire 

d ^ d d 

3^0^ + 22^1- VZ2^ 

OZq OZi OZ2 

est une symétrie du feuilletage ^ : le feuilletage ^ admet à la fois 
une intégrale première rationnelle non triviale et une symétrie. Chaque 
cubique Zq-\- ZiZ2-\- Z2 — cte est une surface réglée : les droites d'équations 

Z2^ jj, 
zq + azi — A 
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sont contenues dans cette surface. Lorsqu'on coupe CP(5) par le 2-plan 
{z^ = Z2, zi = Z3}, on constate que le polynôme de Gordan-Nœther 
homogénéisé 

^3 

coïncide avec l'intégrale première du =âf-feuilletage Outre le fait que le 
lieu singulier soit une droite exactement ce dernier fait est remarquable. 

Problême : classifier les =âf- feuilletages de CP(n) qui ont pour ensemble 
singulier un sous-espace linéaire de codimension 2. Les feuilletages de degré 
en font partie ; pour n = 3, y a-t-il d'autres exemples que le précédent ? 



2.2. L'algèbre =âf est isomorphe à l'algèbre du groupe des trans- 
formations affines. Pour classifier les feuilletages de degré 2 associés à une 
algèbre de Lie isomorphe à l'algèbre du groupe des transformations affines, on 
va classifier les algèbres de Lie engendrées par deux champs linéaires X et Y 
de satisfaisant [X, Y] = Y. Comme l'algèbre < X,Y > est résoluble, par 
triangulation on constate que Y est nilpotent. D'après le lemme lll^l le rang de 
la matrice associée au champ Y est 2 ou 3, le cas où Y est de rang 1 n'est donc 
pas retenu. 



Commençons par supposer que le rang de la matrice associée au champ Y 
est 3, notons —A la matrice de X et i? celle de Y. Comme B est nilpotente de 
rang 3 elle s'écrit à conjugaison près 



/ 






On remarque que la matrice 



An 



\ 



0\ 



1 

0/ 






0/ 



satisfait AqB — BAq = B ; par suite la matrice A — Aq commute à B. Du calcul 
direct du commutateur de -B, on déduit que A est du type 



/ A + 3 


/ti 


/î2 


«^3 


\ 





A + 2 


Kl 


/t2 










A + 1 


Kl 




V 








X 
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En particulier A est diagonalisable donc s'écrit à conjugaison près 

/A+3 0\ 

A+2 

A + 1 

A 

Une matrice B satisfaisant AB — BA = B est alors de la forme 

/ /?i \ 

/53 

\ y 

Comme B est supposé être de rang 3, les Pi sont non nuls donc égaux à 1 
à conjugaison près. Finalement le J5f-feuilletage correspondant est dans des 
coordonnées homogènes bien choisies tangent aux champs 

3 



i=0 



_d_ 



et Y 



X = 3zi- h 22:2^ h Z3— 

OZi OZ2 OZ3 

d d d 

h ^27^ 1- ^37^ — 

OZq OZi OZ2 



Il s'agit du feuilletage exceptionnel qui admet pour intégrale première 



[zqzI — 



Z1Z2Z3 + 



ZlZs - 



C'est le cas Af (i). 



Supposons maintenant que la matrice associée au champ Y soit de rang 2. 
Il y a à conjugaison près deux types de matrices (4, 4) nilpotentes de rang 2 



0\ 
1 



oy 

2.2.1. Cas B = Bi. 

L'égalité [A, B] = B entraîne que A s'écrit sous la forme 

/Al K4 \ 
/î5 2 + A K,^ Kg 
1 + A «;7 

\ A y 



Bi 



/O 






\ 
1 

1 
000/ 



et Bo 



/ 1 \ 


1 



V 



0000 



/ 1 
000 

000 



y V 



000 
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Puisqu'on s'intéresse à l'algèbre engendrée par les champs X,Y et R on 
peut supposer que «y = 0. Remarquons qu'avec les notations habituelles 
un changement de base eo — > eo + aei n'altère pas la matrice B. Par suite 
si Al 7^ 2 + A, on peut supposer que A est du type 

/Al K4\ 



Al 






V 



2 + A 







1 + A 




Kg 



^ J 



et sinon du type 



A, 



( 2 + A 



V 





2 + A 









1 + A 




«4 \ 





a. Si Al 7^ 2 + A, on fait le changement de base 
64 ^ 64 + aci + 6e2 = 64 
(qui n'altère pas B) pour obtenir ^464 = soit encore 
a(Ai — A) + «4 = 
26 + Kg = 

Ainsi si A 7^ Ai, on peut par conjugaison éliminer «4 et Kg, sinon 
on peut éliminer Kg. 



a.l. Si A 7^ Al, on se ramène à une algèbre du type 
R, Y = z^— + z^—. X 



d d 

2^27^ 1- Z^T, : 

OZi OZ2 



d ^ d d 

fiZo- \-^Zi- \- Z2T:— 

OZq OZi OZ2 



Les hyperplans Zs = cte sont invariants par les deux champs X 
et Y ; ainsi ces deux champs engendrent le feuilletage restreint à 
la carte affine Z3 — 1; ils s'écrivent 



X = Xi 



2:3=1 



d d d 
kzq- h 2^1- VZ2^ 

OZq OZi OZ2 



Y = Y\ 



d 



d 



^"^ dzi dz2 



Le champ Y a une « partie constante » ; nous allons essayer de 
le redresser par un automorphisme polynomial. Le flot de Y est 

(/? : [z] t) ^ (Zo, Zi + Z2t + — , 2^2 + t) 

On définit maintenant le difféomorphisme 



H : (^0, ^1, Z2) ^ ^{zq, zi, 0; Z2) 



[Zq, Zi + —, Z2) 
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Par construction H conjugue — à Y . Le feuilletage associé à 
l'algèbre engendrée par les champs H^^X et H^^Y est décrit par 
une 1-forme Q! qui, en particulier, annule le champ H~^Y =-q^ 
donc s'écrit 

A'{zo, zi)dzo + B'{zo, zi)dzi 

Le difféomorphisme H laisse le plan Z2 = invariant point par 
point. On constate que le champ 

_ d d 

est tangent au feuilletage et au plan 2:2 = ; il décrit donc le 
feuilletage en restriction au plan Z2 — 0. On déduit une intégrale 
première du champ X 

^0 



et donc de Ce qui donne après composition par H ^ et ho- 
mogénéisation l'intégrale première de ^ suivante : 

^2 2(k-1) 



[ziZ3 - f ) 

C'est le cas Af (ii). 

a. 2. Si A = Al, l'algèbre Jèf est engendrée par 

(9 d "9 (9 d 

^, Z2t: 1- Z3— — , «42^37^ 1- 22:1— h Z2t; — 

OZi OZ2 OZo OZi OZ2 

Si «4 = alors les champs et sont tangents au feuilletage 
qui ne peut donc être un feuilletage de degré 2 sur CP(3) ; par 
homothétie on peut donc se ramener à k,i = 1. 
Par la même méthode que précédemment, en redressant -^2^ + 
z^-^ dans la carte affine = 1, on montre que le feuilletage ^ 
admet pour intégrale première 

zi ( 2zo 



exp 



2^1 ^3 ~ ^2 V ^3 

ce qui donne le cas Af (iii) à conjugaison près. 



Si Al = 2 + A, par un changement de base 
64 — > 64 + aci + be2 
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on peut se ramener à K4 = Kg = 0. En effet, 
^2(64 + aei + 662) = 

équivaut à 

«4 , QK^Kq — 2ks 
O — TT, b — 

2 ' 4 
Par fiomotfiétie on se ramène à «5 = ou 1. 

Commençons par traiter le cas «5 = ; alors l'algèbre ^ est en- 
gendrée par les champs 

^ d d d d d 
R, h Z3— et 2zo- h 2zi- h 

OZi OZ2 OZq OZi OZ2 

qui est un cas particulier du cas a.l. = 2) 

Finalement traitons le cas «5 = 1 ; l'algèbre J5f est du type 

^ d d 9 , . d d 
R, Z2^ ^ ^3-^ et 22:0-^ h (^0 + 2^1)^ ^^2-^ 

OZx OZ2 OZq OZi OZ2 

Toujours par la même méthode (qui consiste à redresser le champ 
2^2 ^ + -^3^ dans la carte affine Z3 = 1) on montre que le feuilletage 
^ admet pour intégrale première 

2ziZ3\ 

Z0Z3 ) 



— exp 

Z3 



^2 



on obtient le cas Af (iv) à conjugaison près. 

2.2.2. Cas B = B2. 

Ce cas est caractérisé par ker B = im B et B est un isomorphisme 
de < 62,63 > dans < eo,ei >. En particulier pour chaque base /o, /i 
de ker S, il existe une base f2, fs de < 62,63 > telle que S/2 = /o et 
Bfs — fi- L'égalité AB — BA — B implique que ker S est invariant par 
A. On peut donc supposer que l'on a une base 60,61,62,63 dans laquelle 
^4 et i? sont du type suivant (on jordanise la restriction de ^4 à ker 5) 



A^Ai 






V 





A2 





avec Xi X2 ou A — A2 



( X 





e 
X 





et B 



/ 1 \ 

1 
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On remarque que par homothétie on se ramène à £ G {0, 1}. 



/Al 





/î2 


/î3 







A2 














Ai-1 







^ 








A2- 


1 J 



c. A est du type Ai. 
On a 

A5e3 - 5^63 = Be3 ^ BAe^ = (A2 - l)Be3 
Il en résulte que 

Aes = «360 + K^ei + (A2 - 1)63 
De la même façon, on obtient 

Ae2 = «260 + «461 + (Al - l)e2 

et 



A^ 



On note que les changements de base du type 
62 + aeo + f3ei = 62 

63 ^ 63 + 760 + 5ei = 63 

n'altèrent ni B, ni la forme de A. On a avec les notations précé- 
dentes 

Ae2 — (Al - l)e2 = («2 + Q;)eo + (/3(A2 - Ai + 1) + «4)61 

>le3 - (A2 - 1)63 = {ks + 7(Ai - A2 + l))eo + {ô + «5)61 

On constate qu'en choisissant S — —K5 et a = — «2, on peut sup- 
poser que K2 — K,5 — ; de plus si A2 — Ai ±1, on peut supposer 
que = /Î4 = 0. 

En enlevant (A2 — 1)-R à X représenté par la matrice A, on se ramène 
au cas où l'algèbre ^ est engendrée par R et les trois champs 

où = Al — A2 (7^ par hypothèse). 

On va suivre la méthode utilisée précédemment mais nous la dé- 
taillerons car elle est ici un peu plus technique. Comme l'hyperplan 
Z3 = est invariant par tous ces champs on se place dans la carte 
affine ^3 = 1 où l'on a 

d d 



\Z3=1 



^ ôzq ~'~ dzi 

d 



d 



X = Xu3=i = ((/X + l)Zo + «^3)^ \- {Zi + K4Z2)^ h I^Z2 



dzo 



dzi 



d_ 
'dzo 
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L'hyperplan zi = est transverse à Y donc au feuilletage No- 
tons 

<f{zo, Zi, Z2; t) = (^0 + tZ2, Zi + t, Z2) 

le flot de Y, alors le difl^éomorphisme 

H{zo, zi, Z2) = (p{zo, 0, Z2; zi) = {zq + Z1Z2, zi, Z2) 

d 

redresse le champ Y sur -q^ et trivialise le feuilletage. Dans l'hy- 
perplan Zi = 0, le feuilletage ^|^i=o est donné par 

d d 

{X - K4Z2Y)\^^=o = ((// + l)zo + K3- Kizl)- h lJ^Z2Tr- 

OZq OZ2 

La 1-forme 

W = fiZ2dZo - {{jJ, + l)Zo + Ks- Kizl)dZ2 

décrit donc ^\z^=q. 



cl. Si // = —1, le feuilletage restreint est décrit par la 1-forme 

dz2 

Z2 

d'où une intégrale première, si «3 7^ 0, du type : 



Zq K4 2 

Z2 exp —Z2 

ce qui donne après composition avec et homogénéisation 



Z2 f "^ZqZs — 2^1 ^2 — K42;|\ 

Z3 V 2k32;| j 



qui correspond au cas Af (v) à conjugaison près. Si «3 = 0, le 
feuilletage est de degré 1. 

C.2. Si /X 7^ ±1, puisqu'on peut se ramener à «3 = «4 = 0, on a 

ZJ = fIZ2dZo — + l)zodz2 

On en déduit, pour le feuilletage restreint à ^1 = 0, l'intégrale 
première suivante 



Z2 



Après composition par H ^ et homogénéisation, le feuilletage 
admet pour intégrale première 



^2 ^3 
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qui donne le cas Af (vi). 

C.3. Si/i—l, la 1-forme UJ s'écrit 

Z2dzo — {2zo + «3 - «4-^2)^-^2 
Quitte à composer cJ par 

(p : {zo,Z2) ^ [zo - y, ^2) 

on a 



eu = Z2dZo — {2zo — K/izl)dZ2 
ou encore, à multiplication près : 
/ \ , dZ2 

d'où l'intégrale première («4 7^ sinon le degré chute) 



Z2ex.p 



Ce qui donne après composition avec 4>~^, et homogénéisa- 
tion 

Z2 
Z3 

Quitte à permuter Z2 et zs puis zq et zi on retombe sur le cas cl. 



/ 22^02:3 - 22^1 2^2 + K3ZI \ 



d. Supposons que A est du type A2. 
Si e = 0, alors = et en reprenant les calculs précédents, on 
constate que le degré du feuilletage chute. 

Si £ = 1, alors on a 

ABe2 - BAe2 = Be2 ^ BAe2 = (A - l)Be2 
Il en résulte que 

.462 = «260 + K'Aei 

De la même façon, on obtient 

Ae3 = KsCo + K^ei + 62 + (A - 1)63 

et 

^2 /î3 \ 



A^ 



/A 1 

X K4 K,5 

A-1 1 

y A- 1 
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On note que les changements de base du type 

62 ^ 62 + aeo + j3ei = £2 

63 63 + + (5ei = 63 
n'altèrent ni B, ni la forme de A. On a 

Ae2 - (A - 1)62 = («2 + a + l3)ei + K4 + (3 

Donc quitte à prendre P = —k,^ et a = K4 — K2, on peut supposer 
que K2 = K4 = 0. On a alors 

^63 - (A - 1)63 - £2 = («3 + 5 + 7)ei + («5 + à)e2 
Puis quitte à prendre 5 — —K5 et 7 = «5 — k^, on se ramène à 
— K'b — 0. Finalement à conjugaison près A s'écrit 

/Al \ 

A 

A - 1 1 

\ A - 1 

et notre feuilletage est tangent aux champs de vecteurs 

d d . . d d d 
R, Y ^ Z2^ + Z'i— et X = [zq + zi)— + zi- h z^^ — 

OZq OZi OZq OZi OZ2 

Comme l'hyperplan 2:3 = est invariant par tous ces champs on se 
place dans la carte affine 2:3 = 1 oii la restriction de notre feuilletage 
à Zi — est donné par le champ 

d d 

^0 T ^ â — 

02:0 C'2;2 

autrement dit par l'intégrale première 

2;oCxp(-2;2) 

Après composition par H^^ et homogénéisation, on constate que 
notre feuilletage admet pour intégrale première 



Z0Z3 — 2:1 2:2 



zi 



Z2 

exp I 

Z3 



c'est le cas Af (vii). 



CHAPITRE 5 



=âf- feuillet âges quadratiques sur CP(n). 

L'étude des =âf-feuilletages de codimension 1 sur CP(n) pour n > 4 s'avère 
délicate, non seulement pour des raisons de taille de calculs mais aussi pour 
des raisons conceptuelles. Bien sûr nous savons qu'en degrés et 1 tous les 
feuilletages de codimension 1 sont des =âf-feuilletages. Par contre déjà en degré 
2 on se heurte au problème suivant : majorer la dimension de =âf . Nous avons 
vu qu'en degré maximal n — 1 la dimension de =Sf est précisément n — 1 ce qui 
permet tout du moins en petite dimension d'espérer une classification en se 
réferrant à la description des algèbres de Lie. Nous la présentons en dimension 
4. 



1. ^-feuilletages quadratiques sur CP{n), n > 4. 

Nous donnons quelques propriétés générales susceptibles d'être utiles pour 
classifier les =Sf- feuilletages de degré 2. La plupart sont conséquences de la 
description générale des feuilletages de degré 2 sur CP(n) faite dans |3j et que 
nous avons présentée dans le cas n = 3 (chapitre 4). Nous donnerons aussi 
quelques exemples. 

Proposition 5.1. Soit ^ un feuilletage de degré 2 sur CP(n) défini en 
coordonnées homogènes par la 1-forme uj G ^ll{C^^^). On est dans l'une des 
situations suivantes : 

1. ^ est exceptionnel, i.e. il existe r : CP(n) --^ CP(3) linéaire telle que 
^ = T*^r 

2. Il existe un feuilletage ^' de degré 2 sur CP(2), une application linéaire 
T : CP{n) CP(2) tels que ^ = r*^'. 

3. ^ a une intégrale première du type ^ où Qi et Q2 sont des formes 
quadratiques. 

4. ^ possède un hyperplan invariant et 00 un facteur intégrant de l'un 
des types suivants : 

IL L\ 
4.2. L\L2 

4.3. 
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4 


4- 


-^1-^2-^3 


4 


5. 


L1L2L3L 


4 


6. 


L\Q 


4 


7. 


L1L2Q 


4 


8. 





où les Li désignent des formes linéaires distinctes, Q une forme quadra- 
tique et C une cubique. 

DÉMONSTRATION. C'est une application directe de □ 



Remarque. A partir des facteurs intégrants on peut évidemment donner 
les différents types possibles d'intégrales premières. 

On sait que dans le cas des feuilletages exceptionnels, il s'agit de 
feuilletages. 

Par contre la proposition 13.71 asssure que dans le cas 2, ^ n'est jamais un 
^-feuilletage. 

Dans le cas 3 où ^ possède une intégrale première alors si ^ est un 
.if-feuilletage, les formes quadratiques Qi et Q2 ne peuvent être génériques. 
En effet, si Qi et Q2 sont génériques, alors la surface Qi = Q2 = est une 
surface de Del Pezzo ; ceci implique par un argument déjà rencontré dans la 
preuve du lemme H^ qu'il ne peut y avoir de champ de vecteurs tangent à la 
fois aux niveaux de Qi et de Q2- 



1.1. Exemples de type 4.2. Ils se traitent relativement aisément : 

Proposition 5.2. Soit ^ un £â -feuilletage de degré 2 sur CP(4) ayant 
une intégrale première du type Zi exp H , deg H = 2, dans une carte affine 
ad-hoc. Alors à conjugaison près H est de l'un des types suivants 

Z2 + Z-iZ/^ 

Z2 + zl 

Z2 + ZiZ^ + z\ 



DÉMONSTRATION. On remarque qu'un champ affine X annulant ^ + dH 
est nécessairement du type 

d 

X = \z^— + Z 

OZi 
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OÙ 

^ d d d 

1- > 

OZ2 OZ'^ OZ,i 

D'autre part pour que ^ soit un ^-feuilletage il est nécessaire que pour l'un 
des X, A soit non nul disons égal à 1. En écrivant que 

au 

l + (A^i— + Z(i/)) = 

ClZ\ 

on constate que iï(0, Z2-, Z3, Z4) est un polynôme quadratique qui est néces- 
sairement une submersion. Par suite quitte à changer les coordonnées on peut 
supposer que 

H{0, Z2, Z3, Z4) = Z2 + q{zs, z.i) 

où q est une forme quadratique en z^, z^. On remarque aussi que n'a pas de 
terme en zf si bien que 

H = Z2 + ZiL{z2, Z3, Z4) + q{z3, Z4) 

On examine les cas on L = L = Z2, L = Z2 + Z3, L = Z3 qui couvrent à 
conjugaison près tous les autres. 

Dans la première éventualité, toujours à conjugaison près, on peut supposer 

que 

H = Z2 + Z3Z4 

ou bien 

H ^ Z2 + zl 

Dans ces deux cas, un calcul élémentaire montre qu'il s'agit bien de J^-feuilletages, 
le second apparaissant comme un pull-back linéaire d'un =2f-feuilletage sur 
CP(3). 

Considérons le cas où 



H ^ Z2 + Z1Z2 + Z1Z3 + q{z3, Z4) 



' d 



Avec les notations précédentes si X = Zi-^ + Z, avec Z = 



2 - 



dz, 

1=2 

tangent à on obtient 

1 + Z1Z2 + A2 + A3 (zi + p-] + A4^ = 
\ 0^3 j 0Z4 

En posant q — az^ + bz3Z4 + cz| on obtient 

(1 + Z1Z2) +A2 + A3{zi + 2az3 + hzi) + A4{hz3 + 2CZ4) = 

Sur l'intersection des deux hyperplans 

zi + 2az3 + bz4 — 

et 

bz3 + 2cz4 — 



est 
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on a 

(1 - {2azs + 6^4)^2) + / - 
où / est affine donc a = b = 0. Finalement à conjugaison près on a 

H = Z2 + Z1Z3 + Kzl 

avec K G {0, 1}. On constate que ^ est un Jèf-feuilletage puisqu'on trouve 
parmi les champs tangents à ^ : 

d d d d d d d 

Zll^ 7^ ^37^ — ) ^17^ -7\ — ; 2^2:4- — — 

OZi OZ2 OZ3 OZ2 OZ3 OZ2 OZ4 

□ 



1.2. Un cas spécial. Voici ime méthode qui pourrait s'avérer fructueuse 
en particulier dans l'étude du cas quadratique. Considérons ^ un ^-feuilletage 
de degré 2 sur CP(4) ayant une intégrale première de type ^ avec Qi formes 
quadratiques. Supposons l'algèbre =5f non nilpotente ; alors =5f' contient un 
champ X semi-simple : 

On peut supposer k > 1 sinon ^ serait un pull-back. Examinons le cas où 
rg X = 2, i.e. k = 1 : 

d d 
X — Aq^ot:; ^ Ai^iT" — AqAi ^ 

OZo OZi 

Soit Q une forme quadratique annulée par X ; alors Q s'écrit 

ezozi + q{z2, Z3, Z4) 

Remarquons que X{Qi) — X{Q2) — 0. On se ramène à étudier les cas 

Qi _ qi 
Q2 Ç2 

et 

Qi ^ ^0^1 + '71(2:2,^3,^4) 
Q2 52(^2,^3,^4) 

Dans le premier cas ^ est un pull-back. Dans le second cas, on va faire une 
discussion suivant le rang de q2. 

Si rg q2 — 1, i.e. Ç2 = -^i (^ conjugiason près) alors ^ est en fait de degré 

un. 



1. if-FEUILLETAGES QUADRATIQUES SUR CP(n), n > 4. 



83 



Supposons q2 de rang 3, autrement dit de la forme + + zl; on doit 
trouver un champ Y annulant dénominateur et numérateur. Un tel champ 
s'écrit 

d d d d d 

Y = + A,— + + B^— + B,— = A + B 

OZq OZi OZ2 OZ3 OZ4 

L'égalité A{zoZi) — implique que 

A ^ f 9 d 

\ dzo dzi 
On a aussi 

B(q,) = B(q2) = 

En particulier on peut voir B dans so(3, C). Mais tous les éléments non nuls 
de so(3, C) sont conjugués (à multiplication près). On peut donc supposer que 

d d 

^ = 

0Z2 0Z3 

et 

Qi = 0(^2 + zl) + bzl 

Il nous faut pour des raisons de dimension ponctuelle trouver un troisième 
champ B' annulant Çi et q2 du type précédent. Par suite tout champ annulant 
q2 annule qi et qi — aq2. Finalement ^ possède une intégrale première du 
type 

-^2 "1" -^3 "1" -^4 

que nous avons d'ailleurs rencontrée dans le principe de construction d'exem- 
ple. 

Terminons par le cas oùrg q2 = 2, i.e. q2 = -z^ + En suivant la démarche 
précédente on doit trouver deux champs du type 

d 9 ^ d . ^ ^ 
Yi^Z2^ Z3- \- Li— 1^1,2 

0Z3 0Z3 0Z4 



indépendants c'est-à-dire, en particulier, non C-colinéaires et annulant qi ; ceci 

_d_ 

dZ4, 



n'est possible que si annule çi cas où ^ est un pull-back. 



1.3. Exemple de type 3. On considère un feuilletage de degré 2 sur 
CP(4) ayant pour intégrale première 

Qi Zq -\- zf -\- Z2 -\- z^ -\- z\ 

Q2 Aq-Zq -|- Xizf -\- X2Z2 + ^3^1 -|- A42;| 
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On peut supposer que Aq = 0, A4 = 1 et qu'un autre Aj est non nul sinon le 
feuilletage serait de degré 1. Les champs X qui annulent Qi sont du type 



0<i<i<4 

Si de plus X annule Q2, on a 



d__ d_ 



0<i<j<4 

Si Al, A2 et A3 sont non nuls et différents de 1, on aura 

lioj = pour j = 0, . . . , 4 

1-^1,4 = pour i = 1, 2, 3 

Ainsi un champ X qui annule Qi et Q2 n'a pas de composante sur et sur 
La condition de dimension ponctuelle pour l'algèbre des champs annulant Qi 
et Q2 ne peut être satisfaite. On peut donc supposer toujours sous l'hypothèse 
A1A2 7^ que A3 = 1. Si Al et A2 sont encore différents de 1, on aura toujours 
pour X annulant Qi et Q2 les égalités 

A*OJ — A*l,4 = A*2,4 = A*l,3 — A*2,3 — 

et X sera du type 

d d \ f d d 



ce qui est insuffisant pour obtenir la dimension ponctuelle souhaitée. Par suite 
on peut supposer A2 = 1. On se ramène donc à 

Qi _ zl + zl + zl + zl + zj 
Q2 Zq + \zf 

Comme A 7^ 0, on constate que la seule possibilité est A = 1. Le feuilletage a 
donc une intégrale première de type 

-^2 ~l~ ^3 ^4 

4 + 4 

vue dans le principe de construction d'exemples et dans le cas spécial précédent. 
On démontre de façon analogue que les autres configurations de A conduisent 
au même modèle. D'où la : 



Proposition 5.3. Soit ^ un Jif -feuilletage de degré 2 sur CP(4) ayant 
une intégrale première ^ où les Qi sont des formes quadratiques diagonales. 
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Si V élément générique du pinceau Qi — KQ2 est de rang maximum, alors ^ a 
une intégrale première du type 

-^2 "1" -^3 "1" -^4 
4 + A 



k 

Remarque. Un pinceau de formes quadratiques diagonales Qi — z^, 

1=0 

n 

tel que l'élément générique ne soit pas de rang maximal satisfait 

i=0 

Xi = pour i > k 
En particulier le feuilletage associé est un pull-back. 

1.4. Lors de l'examen de certaines configurations de ,5^- feuilletages de 
degré trois sur CP(4) associés à des algèbres résolubles de dimension trois, 
nous avons trouvé quelques dégénérescences conduisant à des =âf-feuilletages 
de degré deux possédant des intégrales premières du type ^ avec Qi forme 
quadratique ; précisément soient 

Ql = ZqZ^ - pizl - P2Z3Z4 - ^zl + ^32^4 

Q2 = z,z, - q,zl - q,z,z, - z,z, - q,zl 
On constate que l'élément générique du pinceau XiQi + \2Q2 est dégénéré. 



Proposition 5.4. Le feuilletage ^ de degré 2 sur CP(4) donné par les 
niveaux de ^ est un ^-feuilletage. L 'algèbre de Lie =2f associée est résoluble 

de dimension trois ; si X E , le champ X s 'écrit 

{biZo + (63 - 63^2 + g2&i - 2^162)^2 + (2pi62 - P2&1 + 63^2)^3 

d 

+ (2^361 - 2p3e3+p2b2)z4) — 

OZo 

d 

+ {bizi + 62^2 + hz3 + (Ç2&2 - 2Ç361 + 2^363) ^4) — 

d 

+ (63^2 + {bs - 63^2 + g2&i - 25162)^4) -K— 

0Z2 

d d 

+ (632:3 + 622:4) + (263 - ^1)^4^ 
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OÙ bi, 1)2, 63, 63 G C. Ce ^ -feuilletage ne vérifie pas la condition de régularité 
le long de Z4 — 0. 

DÉMONSTRATION. L'expressioii des champs X a été obtenue via Maple. 
L'hyperplan Z4 — O n'est pas invariant par le feuilletage puisque ^ n'y est pas 

constant. Par contre il est invariant par tous les champs X. On constate par 
un calcul élémentaire qu'ils sont dépendants le long de cet hyperplan. □ 



1.5. Ubiquité de l'exemple de Gordan-Nœther. Revenons à l'exem- 
ple de Gordan-Nœther 

P = zlzs + z^z^z, + zlz, 
dans et considérons sa restriction à la carte zi — 1 

Pi 

— ^3 + ^2^4 + ^2^^ 

On constate que les champs 

d d d d d d d 

^27^ — , 2:27^ 7^ — et ^27^ Zi— 22;5— — 

ozz 0Z4 0Z4 0Z5 0Z2 0Z4 az5 

sont tangents aux niveaux de Pi. Le feuilletage par les niveaux de Pi est donc 
une fois encore un =èf- feuilletage de C*^, lequel s'étend bien sûr à CP(4) ; il a 
pour intégrale première 

zfzs -\- Z1Z2Z4 -\- Z2Z5 

qui définit un feuilletage de degré 2. 

Maintenant on considère la restriction de P à la carte 2:3 = 1 ; on obtient 
le polynôme 

P2 — Zi Z1Z2Z4 -|- Z2Z5 

qui est annulé par les champs 

d d d d d 9 d 

^27^ 2— — , 2:27^ Zi— — , 2:27^ Z4— 22:5— — 

OZi OZ4 OZ4 OZ5 OZ2 OZ4 OZ5 

et produit encore un exemple de degré 2 sur CP(4) d'intégrale première 

2 2 

Z^Z^ + Z1Z2Z4 -\- Z2Z5 

Ces deux exemples, tous deux de type 4.1., sont non équivalents. 
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2. Exemples de type 4.1. 

2.1. Cas spécial, (où l'on retrouve l'ubiquité de Gordan-Nœther). 

Nous allons nous intéresser à un cas spécial de =âf-feuilletage quadratique de 
type 4.1. sur CP(4). Soit ^ un =âf- feuilletage sur CP(4) ayant une intégrale 
première du type % où C est un polynôme cubique. La restriction de ^ à 

la carte affine zq = 1 définit un ^-feuilletage de degré 2 sur ayant pour 
intégrale première P{zi, Z2, z^, Z4) = C{1, Zi, Z2, Z3, Z4) . Nous allons supposer 
que P est un polynôme homogène. 

Théorème 5.5. Soit P un polynôme homogène minimal de degré 3 sur 
définissant un ^-feuilletage. Alors à conjugaison près P est de l'un des types 
suivants : 

1. Zizl 

2. Z1Z2Z3, 

3. Zi{zl — zsZi) 

4. zfz3 + ziZ2{aiZi + Z2 + -23 + za) + zIza 

5. zlz'i + ZiZ2{z'i + Zi) + zlzi 

6. zlz'i + 2:1^2-24 + «2-22 

Remarques. 1. Considérons le polynôme de Gordan-Nœther 

P = Z^Z^ + Z\Z2Z^ + z\z/^ 

Si l'on restreint P à 2:2 = on obtient à permutation près des coordonnées 
le premier cas 1. En restreignant à 2:3 = 2:4 = on trouve 2 ; la restriction de 
P à 2:4 = est à conjugaison près le cas 3. En restreignant P à l'hyperplan 
a\Z\ + Z2 + z^ + 24, on obtient le cas 4. En le restreignant k z^ = z^ + Z4, 
on retrouve le cas 5. Enfin le cas 6. s'obtient en permutant Z4 et z^ et en 
restreignant P à ^5 = 022:2- 

2. Par conjugaison on peut supposer 02 G {0, 1}. 

DÉMONSTRATION. D'après le théorème ll.161 l'origine n'est pas une singu- 
larité isolée de dP sinon le feuilletage ^ serait de degré 1. 11 s'ensuit que dP 
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s'annule sur un nombre fini de droites, ou sur une surface ou encore sur une 
hypersurface. Nous allons traiter ces difi^érentes éventualités au cas par cas. 

1. Si dP s'annule sur une hypersurface, P n'est pas réduit et s'écrit z\L où 
L désigne une forme linéaire. Puisque P est minimal, L est non colinéaire 
à zi. Le =2f- feuilletage =^ décrit par le polynôme P est alors de degré 1 
et P est du type ziz^- 

2. Considérons le cas oii dP s'annule au moins sur une droite par exemple 
d'équation Z2 — zz = z,y = 0. En particulier le polynôme P n'a de 
monôme ni en z\, ni en z{zi ; par suite il est de la forme 

Ziq{z2, Zz, Zi) + r{z2, z^, Z4) 

où q est une forme quadratique et r un polynôme cubique. Un champ 
de vecteurs X annulant P doit être tangent au lieu singulier de P et en 
particulier à l'axe des zi. Par suite, il s'écrit 

d ^ d 

Ai{zi,Z2,Z3,Z4)- \-^Ai{z2,Z3,Z4)-ô- 

^ 1=2 * 

Remarquons que si g = 0, alors ^ est un pull-back ; ce cas a été traité 
dans le corollaire de l'introduction. 

Si l'on écrit X sous la forme Ai ^ + y, on a 

Aiq + ZiY{q) = Q 
Y{r) = 

Si ç ^ 0, alors Ai est divisible par Zi, autrement dit 

X^XiZi^ + Y 

OZi 

Supposons que pour tout champ X annulant le polynôme P on ait Ai = 0. 
La dimension ponctuelle générique de tels X étant trois, le polynôme P 
est annulé par jf-, jf- et ce qui est absurde. Ainsi on peut trouver 
des champs annulant P du type 

^1 = -21^ + ^1, X2^Y2etXz^Y-, 

OZi 

génériquement indépendants ; il en est de même pour les champs Y2 et 
F3. Les égalités 

' Y2{q) = Y2{r)=Q 
Ys{q) = Ys{r) = 

impliquent que les composantes connexes des niveaux de g et r sont les 
mêmes. 
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Si la forme quadratique q est de rang 2 ou 3, alors on a r = et P 
s'écrit à conjugaison près 

que nous avons déjà rencontré ou 

Dans les deux cas on obtient un =5f-feuilletage. 

Reste à considérer le cas où la forme quadratique q est de rang 1 : le 
polynôme P est alors de la forme 

2^1 ^2 + £-^2 = -2^2 (-^1 + 

qui est conjugué à ziz^ et le feuilletage obtenu est de degré 1. 

3. Cas où dP s'annule sur une surface S. 

3.1. Supposons qu'une composante de S soit un plan par exemple 
d'équation Z1—Z2 — 0, alors P est du type 

OÙ Li désigne une forme linéaire. On a l'alternative suivante : 

- le feuilletage ^ est un pull-back (et donc encore du type Z1Z2) 

- les formes linéaires Zi, ^2, Li, L2 et L3 forment un système de 
rang 4. On se ramène alors aux deux cas suivants 

Z^Z'i + Z1Z2L + ^^2^4 
z\z^ + Z\Z2Z^ + Z^J-i 

OÙ L désigne une forme linéaire. Il nous faut maintenant caractériser 
les L qui produisent un =5f-feuilletage. Comme le lieu singulier doit 
être invariant par tout champ X annulant P, un tel champ, néces- 
sairement linéaire, est de la forme 

[pxZx + 02-22)^ V [ClZi + C2Z2)^ 

OZi OZ2 

Posons 

4 

i=l 
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3.1.1. Commençons par considérer le cas où P est de la forme 

zfzs + Z1Z2L + ^2^4 

L'égalité X[P) = se traduit par le système suivant : 

2bi + cifls + «3 = 

2ai6i + 2a2Ci + aiC2 + «2 + + /3ia4 
6102 + 20162 + 2a2C2 + «203 + /?2a4 + /3i = 
6104 + 2ci + 0402 + «403 + fSitti — 
^ 262 + ^icis + a3C2 + «303 + /33a4 = 

6202 + /92 = 

6204 + 2C2 + /34 = 

6203 + /33 = 
OiCi + cci = 
a4Ci + «4 = 

C'est un système de dix équations à douze inconnues. Pour que la 
dimension ponctuelle des champs X annulant P soit générique- 
ment trois, il nous faut au moins trois solutions indépendantes. 

Ceci impose des conditions sur les ai qui régissent le système. En 
substituant on obtient que ce système a un espace de solutions 
de dimension au moins trois si et seulement si 

(0204 — l)(2ai + 0104 — 80204) = (0304 — 1) = 



3.1.1.1. Lorsque 0204 = 0304 = 1, quitte à conjuguer par une 
application linéaire ad-hoc on se ramène à 02 = 03 = 04 = 1, 
autrement dit 

P = zlz'i + ziZ2{aiZi + -22 + 2:3 + Zi) + zIza 

On peut alors résoudre le système précédent et l'espace vecto- 
riel des champs annulant P est engendré par les trois champs 

9 d 

^1 — 2^27^ Zi- — 

OZ^ OZ4 

d d d 

X2 = {zi + ^2)^ - 2^3^ - (2ai2;i + ^2 + ^3 + ^4)^ 

d d d 
X2, = {zi + ^2)^ (oi^i + ^3 + ^4)^ 2(2;i + 2:4) — 

On constate que ces trois champs engendrent une algèbre de 
dimension ponctuelle trois. 
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3.1.1.2. Passons au cas où 0304 = 1 et 2ai + aia| — 80204 = 0. 
Comme et 04 sont non nuls, on se ramène par une application 
linéaire de type 

{Zi, Z2, Z3, Z4) ^ {piZi,P2Z2, P3Z3, P4Z4) 

ad-hoc aux deux cas suivants : 

Pl = zfzs + ZiZ2{z3 + Z4) + zlz4 

et 

P2 = zfzs + ZiZ2{zi + Z2 + Z3 + Z4) + zlz4 

Dans le premier cas, les champs suivants annulent Pi : 



Zl 



_d_ 

dzi 



d 



d 



d 



Z2 



Z2 



d_ 
dzi 



7^ 2^3 7" 2^4 7" — 

OZ2 OZ3 OZ4 

d . ^ d 

- Z2^ h {Z4 - Z3)- 

dZ2 

d d 

Z2T{ Zi- 



dZ4 



' dzs dz4 
Ainsi Pl définit bien un ^-feuilletage. 

Le second cas est un cas particulier du cas 3.1.1.1. avec ai — 1. 

3.1.2. Considérons le cas où P est de la forme 

zlz-s + Z1Z2Z4 + zl{aiZi + 02-^2 + 03^3 + 04^4) 

Notons que si 04 7^ 0, en posant Z4 = aiZi + 022^2 + (I3Z3 + a4Z4 on 
se ramène au cas précédent. Nous supposerons donc que 04 = 0. 
Quitte à changer Z4 en Z4 — aiZ2 on a ai = ; autrement dit P 
s'écrit 

^^3 + ^lZ2^4 + ^2'(«2^2 + a3^3) 

On procède comme précédemment; l'égalité X{P) — conduit 
au système 

61 + /34 + C2 = 

62 + «403 = 

Cl + «4 = 

261 + «3 = 

262 + 2a3Ci +p3 = 
03(202 + «3) = 
3a2Ci + «103 + ^2 = 
3a2C2 + «203 = 
«1 = 
«2 + /Si = 
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3.1.2.1. Supposons que 03 = 0, i.e. que le polynôme P s'écrive 
P = z^zs + 2:1 2:22:4 + a2Z2 
On a l'alternative suivante : 

- a2 7^ 0, le polynôme P est alors annulé par les champs 

d d d 

^17^ 2^3— Z4— — 

OZi OZ3 OZ4 

d d d 

^it; ^4t; 3a2^2T; — 

0Z2 0Z3 0Z4 

d d 

^2 7^ ^1 7^ — 

0Z3 0Z4 

Il définit donc bien un J5f-feuilletage. 

- a2 = 0, le polynôme P décrit un J^-feuilletage dont l'algèbre 
associée, de dimension 4, est engendrée par les champs 

d d d 

Zl-^ 2Z3— Z4— — 

OZi OZ3 OZ4 



d 


d 


dZ2 


oz^ 


d 


d 


dZ2 


— Z4— — 
0Z4 


d 


d 


dzz 


dz4 



On constate que la dimension de l'algèbre passe de trois à quatre 
lorsque 02 s'annule. 

3.1.2.2. Supposons maintenant que 03 7^ 0. A conjugaison près par 
des applications du type 

(Zi, Z2, Z-i, Z4) ^ {piZi,P2Z2, P3Z3, P4Z4) 

on se ramène à l'étude des deux cas suivants 

z\z3 + 2:12:22:4 + ^2^3 
2:^2:3 + 2:1 2:2 2:4 + 2:2(2:2 + 2:3) 

Les champs qui annulent ces deux polynômes forment un espace 
de dimension 2 donc les feuilletages décrits par ces polynômes ne 
sont pas des J5f-feuilletages. 
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3.2. Plaçons nous dans l'éventualité où la surface S contient une 
composante non plane. On peut alors supposer que trois axes de 
coordonnées sont dans S, par exemple les axes zi, Z2 et z^. Par un 
argument déjà rencontré, le polynôme P est affine en Zi, Z2, Z3 et 
quadratique en Z4 ; on constate que P est du type 

On remarque que s ^ sinon le feuilletage décrit par P est de degré 
1. Déterminons les valeurs des Oj pour lesquelles ces polynômes ont 
une surface singulière. 

3.2.1. Si 010203 7^ 0, on se ramène par homothétie à 

P = ZiZ2Z^ + zl{zi + Z2 + -23) 
et un calcul élémentaire montre que codim S^ing P = 3. 

3.2.2. Si deux des sont non nuls, on se ramène à 

P^Z,Z2Zs + zl{z, + Z2) 

et comme précédemment le lieu singulier de P est de codimension 
3. 

3.2.3. Reste donc le cas où un seul des est non nul, alors P est 
de la forme : 

cas déjà rencontré. 

□ 

2.2. Exemples de =âf- feuilletages quadratiques satisfaisant dim^âf = 
3. Lors de l'étude des =2f- feuilletages de degré 3 sur CP(4) correspondant aux 
algèbres nous avons rencontré une dégénérescence qui produit un feuil- 
letage de degré 2 de type 4.1 ; l'algèbre ^ est ici de dimension trois (cf. chapitre 
6). Voici cet exemple : 

L'algèbre est engendrée par les champs 

X = ( -2^:0 + - h)z2 H Z4 1 ^ 

d 

+ (6^0 - ^Zi + ^7Z2 + ^8^3 + {Kn + ^5(5)^4)^ 

OZi 

+ (-Z2 + ^13^3)-^ + (6^3 - ^4)^, 
^ / e- ^ 9 , , ■ ^ d d 

Z = [cz2 + dZ3 + (^^4)— + (^0 + hz2 + ^^3)^ + ^3^, 
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d d 

^ ^ \-Z4^ 

OZq 0Z\ 

L'algèbre engendrée par X^Y et Z est résoluble et de type =^ (avec a — 2)^ 
c'est-à-dire possède une présentation de la forme 

On montre que le feuilletage associé à cette algèbre admet pour intégrale 
première 

3(^2 - 63^3)^ 

-^0-23-^4 - Zizl - - c^2+'^^3 ^2 _^ (-^^^ _^ ^2:3)^3-24 + K,zl - ?,^^hZ2zl 

OÙ 

c'est-à-dire à conjugaison près 



-20-23-24 + -21-23 + zl{azA + hz2) 

avec a, b E {0, 1}. 



Remarques. 1. En se restreignant à la carte affine 2^2 = 1, on constate 
que le polynôme 

P = Z0Z3Z4 + zizl + azl + hzl 
définit un ^-feuilletage sur C^. 

2. Le dénominateur zqz^z^ + zizl + z'l{azi + hz2) est encore lorsque h est 
non nul de type Gordan-Nœther. Pour 6 = 0, le feuilletage est un pull-back. 



CHAPITRE 6 



^-feuilletages de degré trois sur CP(4). 

Soit ^ un ^-feuilletage de degré 3 sur CP(4), la proposition assure que 
dim=âf = 3. Ainsi la classification des =âf-feuilletages de degré 3 sur CP(4) 
repose sur celle des algèbres de Lie de dimension 3 ([Z])- Pour classifier les 
algèbres de Lie =âf de dimension 3, on considère l'application bilinéaire 

[, ] : ^x^-^if 

et plus particulièrement son rang. 

Si dim[=âf, =5f] = 0, l'algèbre =âf est abélienne. 

Si dim[=âf, =âf] = 1, l'algèbre £â est décrite par les présentations 

{[X,F] = [X,Z] = 0, \Y.Z\ = Y} 

ou 

{[x,r] = [x,z]=o, \Y.z\ = x} 

Si dim[=âf, ^] = 2, l'algèbre £â est du type 

{[X,F]=F, \X,Z\ = aZ, [r,Z] = 0} 
avec a G C* ou bien 

{[X,F]=F, [X,Z] = F + Z, [y,z] = o} 

Enfin si dim[=âf, = 3, alors =âf est isomorphe à s£(2, C). 
Nous allons étudier au cas par cas les ^-feuilletages associés. 

1. L'algèbre ^ est isomorphe à s^(2, C). 

Par simple connexité de SL(2, C), la représentation de s£(2, C) dans ^(5, C) 
donnée par assure l'existence d'une action linéaire de SL(2, C) sur C^. On 
est donc ramené à classifier les actions linéaires de SL(2, C) sur que nous 
allons décrire. 

Commençons donc par supposer que l'action est irréductible ; c'est alors à 
conjugaison près l'action naturelle de SL(2, C) sur les polynômes homogènes 
de degré quatre en deux variables. Cette action descend à l'espace projectif 
pour donner un .if-feuilletage de degré 3 dont les feuilles sont les niveaux 
génériques de la fonction j ; nous l'avons décrite au chapitre 2. A conjugaison 
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près ce ^-feuilletage est unique puisqu'il y a une unique action irréductible 
de SL(2,C) sur C^. 

Supposons maintenant que l'action linéaire de SL(2, C) sur soit ré- 
ductible ; elle se décompose en actions irréductibles avec les configurations 
suivantes des différents facteurs : 

C © c^ © c^ C © C © c^ c © c © c, 

C©C©C©C2, etC©C©C©C©C. 

On peut exclure les deux dernières configurations : l'action sur chaque fac- 
teur C étant triviale, elles ne donneront pas d'orbites de dimension quatre. 
Examinons les autres possibilités au cas par cas : 

(i) action de SL(2, C) sur C © C*. 

Sur le facteur C l'action est triviale et sur c'est l'action naturelle de 
SL(2, C) sur V4 (cf chapitre 2) à conjugaison près. Elle admet pour invariants 
zi et A(z2, ...,Z5) où 

A{Z2, Z3, Zi, Z5) = Z^zl - 4Z2ZI - Az^Zq + I8Z2Z3Z4Z5 

Par suite ^ possède l'intégrale première 

A(^2, ■ ■ ■ , ^5) 

A conjugaison près, le ^-feuilletage ^ est unique. Il a déjà été étudié dans 
la liste d'exemples (chapitre 2) mais présenté de manière différente. 

(ii) action de SL(2, C) sur © C\ 

Elle est conjuguée à l'action de SL(2, C) sur V2 © V3. On note les éléments 
de V2 © sous la forme 

{zix + Z2y, z^x^ + Zixy -F z^y^) 

A chacun de ces éléments on associe 

Qi = {zix -\- Z2yY = zlx^ -\- 2ziZ2xy + z^y"^ , 

Q2 = z^x'^ + Z4xy + z^y"^ 

et Qi la matrice de la forme quadratique Qi. Soit P G SL(2, C) ; on a 

det(*P(Qi - kQ2)P) = det(gi - KQ2) 

autrement dit 

det((5i - «(52) = ^-23-25 - - K,{z3zl + z^zl - Z1Z2Z4) 

est un invariant de l'action de SL(2, C) sur C^©C^. Ainsi les niveaux génériques 
de 

1,^3^5 -7-, ^3^2 "T ^5^1 ~ Z1Z2Z4) 
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définissent le feuilletage de codimension 2 associé à ££' et 



est une intégrale première du =5f-feuilletage de degré 3 associé à =Sf . 

Remarque. Le numérateur de cette intégrale première est le polynôme 
de Gordan-Nœther ; on retrouve le feuilletage exceptionnel en coupant par un 
CP(3) ad hoc. Ce CP(3) est non générique puisqu'il y a une chute de degré. 

(iii) action de SL(2, C) sur C © © 

On écrit l'élément g G SL(2, C) sous la forme 



Comme l'action naturelle de SL(2, C) sur correspond à l'action sur les 
formes linéaires, on peut voir l'action sur © à conjugaison près comme 
suit 



sont les feuilles du feuilletage de codimension 2 associé à =2" avec les notations 
habituelles. Ainsi 



est une intégrale première du =âf-feuilletage associé à ^ qui est donc de degré 
1 (car défini dans la carte affine zi — 1 par une forme quadratique) ; cette 
action n'induit donc pas un J5f-feuilletage de degré 3 sur CP(4). 

(iv) action de SL(2, C) sur C © C © C^. 

Cette action est triviale sur chaque facteur C et sur le facteur c'est 
l'action naturelle sur V3. Ainsi le feuilletage associé à J5f' est donné par les 





On constate ainsi que 




est un invariant et que les niveaux génériques de 



(^1, ^2^5 ~ ^3^4) 



Z2Z5 — Z3Z4 
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niveaux de {zi, Z2) et une intégrale première du ^-feuilletage associé à =5f est 
— . Par suite ce feuilletage est de degré 0. 

Finalement seules les deux premières actions conduisent à un =$f-feuilletage 
de degré 3 sur CP(4) : 



Théorème 6.1. Soit ^ un ^-feuilletage de degré 3 sm' CP(4). Si =âf est 
isomorphe à si{2,C), alors le feuilletage ^ admet à conjugaison près l'une 
des intégrales premières suivantes : 

Z^zj - AZ2ZI - Azlz^ + ld>Z2Z^Z4Z^ 



{Z3Z2 + Z^zf — ZiZ2Zâ) 



2. L'algèbre J5f est abélienne 

En classifiant les triplets de matrices (5, 5) qui commutent on se ramène à 
étudier les sept cas qui suivent : 

{i) ^est diagonale, 

ou bien ^ est engendrée par les champs du type suivant 

d d . d d d d ^ 

[il) i^zi— + Z2^, izi- VZ2.—, zi— + Zi— et R. 

OZq OZ2 OZq OZz OZq OZ4 

. . d d d d d d d ^ 

[m) KZi- VZ2-^ ^2:3 — , zi- Vza—, zi- h ^3-^ et i? 

OZq OZ2 OZ3 OZq OZ4 OZq OZ2 

. . d d d d (9,^,9 d ^ 

{iv) KZ1— + Z3- \-Z4—, zi- \-Z4—, (^o + ç^i)-^ \- zi— et R. 

OZq OZ2 OZ3 OZq OZ2 OZq OZi 

. , d d d d d . d d ^ 

[V) Zi- \-Z4-^, KZi- \-z3- \-Z4^, izQ- Vzi—etR. 

OZi OZ2 OZi OZ2 OZ3 OZq OZi 

d d d d d d 

(vi) KZ0—+{Z2+CZ4)^ \-Z3- h2;4-— , pZo— + {Z3 + ÔZ4) — , 

OZq 0Z\ OZ2 OZ3 (jZq OZ2 

d d ^ 
zq- h Z4-^ et R. 

OZq OZi 
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d d d d d d d 

{vil) {zi + KZi)- VZ2^ + Z^- VZi — , {Z2+^Z^)^ V z^— + Zi — , 

OZo OZi OZ2 OZ3 OZq OZ2 OZ3 

d d 
{z3 + (5zi)- ^ za— et R. 

OZq 0Z\ 



Remarque. On a éliminé les algèbres qui donnent des feuilletages de degré 
strictement inférieur à 3. 

Examinons ces possibilités au cas par cas : 

(i) Commençons par traiter le cas où ^ est diagonale ; une base de =èf est 

^ d ^ (9 d 

^ ^^i^kZkg^, ^ = ^l^kZk-g^, Z =^UkZk-g^ et R 

k=0 ^ k=0 ^ k=0 ^ 

Le feuilletage ^ est décrit par 



dzk 

SA; 

k=0 



avec ^ Kk^k = ^ IJ'k^k = ^ T^k^k = Cfc = 0- 

fe=0 k=0 k=0 k=0 



(ii) Cas où est engendrée par les champs 



d d d d d d 

KZi- \-Z2^, ^Zi- ^Z3 — , zi- \- Z4^ et R. 

OZo OZ2 OZq OZ3 OZq OZ4 

La 1-forme annulée par ces quatre champs s'écrit à multiplication 
près dans la carte affine Zi — 1 

, dz2 ^dz^ dz4 
azQ — K Ç 

Z2 Z3 Z4 

Le J^-feuilletage décrit par cette 1-forme a pour intégrale première 
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(iii) Cas où =5f est engendrée par les champs 



d d d d d d d _^ 

KZi- h ^^3^, Zi- h24^, Zi- \- Z3— et R. 

OZq OZ2 OZo OZ4 OZq OZ2 

La 1-forme annulée par ces champs s'écrit à multiplication près dans 
la carte affine Zi — 1 

, T/^2x , dzs dz4 

—azQ + a{ — ) + K 1 

Z3 Z3 Z4 

Le feuilletage associé à =Sf admet donc pour intégrale première 

^3 ^4 / Z1Z2 — ZqZs 



(iv) Cas où =5f est engendrée par les champs 



d d d d d , . , d d ^ 

KZi- Vz3— + Zi—, zi- VZ4^—, [zQ + izi)— + zi— et R. 

OZo OZ2 OZs OZo OZ2 OZo OZi 

La 1-forme annulée par ces quatre champs s'écrit à multiplication 
près dans la carte affine Z4 = 1 

d('-^)-^^ + d{-Z2 + $-KZ3) 

\zij zi 2 
Le ^-feuilletage décrit par cette 1-forme a pour intégrale première 

ZqZ^ — Z1Z2Z4 — KZ1Z3Z4 H — 2~ 

Zizl 



si e = 0, 



Zl\^ ( Zozj — Z1Z2Z4 - KZ1Z3Z4 + ^ 

exp 



Z4J \ ZiZ^ 

sinon. A conjugaison près on obtient : 

-2^0-2^4 ~ Z1Z2Z4 -\- ZiZ^ 



Si e = 0, 



Z1Z4 



Zl\ f ZqZ^ — Z1Z2Z4 + Z\Z^ 

I 6Xp I 2 
Z4J \ Z-1Z4 
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Sinon. 



(v) Cas où l'algèbre 5^ est engendrée par les champs 



d d d d d ^ d d ^ 

zi- \-Z4-^, KZi- \- Z3- \-Z4^, ^zq- \- Zi— et R. 

OZi OZ2 OZi OZ2 OZ3 OZq 0Z\ 

La 1-forme uj annulant ces quatre champs s'écrit à multiplication près 
dans la carte affine z^^ — l 

-— + - Îdz2 + ^{Z3 - n)dz3 

Zq Zi 

Le feuilletage associé à l'algèbre J5f admet pour intégrale première 



zq ^ \ 22;! 



soit à conjugaison près 

exp 1 7-2 ) 



(vi) Cas où l'algèbre -Sf est engendrée par les champs 

d d d d ^ d . ^ . d d 

'^^Oa ^^3-5 ^^4-^, PZo^ h (^3 + ^^4)-^ ^^4-^, 

OZo OZi OZ2 OZ3 OZq OZi OZ2 

d d ^ 

Zq- h za—— et R. 

OZq OZi 

La 1-forme oj annulée par ces quatre champs s'écrit à multiplication près 
dans la carte affine Z4 = 1 

dzo , ( ,rn\ — ^ 2 A 

Vd\-zx + Z2Z3 + (5 - li)z2 - hiZ3 H —z^ - — 

Zq \ 2 6 

Le feuilletage associé admet pour intégrale première 

Zq f -Zizj + 2:22:3^4 + (S - I3)Z2ZI - KZ3ZI - % + ^zIza^ 

— exp 3 

Z4 \ z^ 



que l'on peut conjuguer à 



Zq { Zizj + Z2Z3Z4 + Z^ 
— exp 3 

Z4 V 4 
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(vii) Cas où est engendrée par les champs 

. .9 d d d . ^ . d d d 

[Zx + K-Za)^ h Z2^ h Zy,- h Zi — , [Z2 + iZA}^ h Z^- h Zi — , 

OZq OZi OZ2 OZ3 OZq OZi OZ2 

d d 
{z3 + (5zi)- V Zi— et R. 

OZq 0Z\ 

La 1-forme u qui annule ces champs s'écrit à multiplication près dans la 
carte affine Z4 = 1 

1 ( a t- \ a ^2,2 ^3/^3,^2 

dlzo- Z1Z3 - (3zi - e.Z2 + (3Z2Z3 - y + Z2Z2, - KZ3 - — - -Z3 + -z^ 
Le feuilletage décrit par cette 1-forme admet pour intégrale première 



2,2 ,4 



{zo - (5zi - iz2 - Kz-^z\ + (fza - 2:1 + i5z2)z-iz\ - ^ - ^ + (^2 - ^Z3)z^Z4 



^4 



que l'on peut conjuguer à 



3 2 ^'i^'i ^3 I 2 
ZqZ^^ + Z1Z3Z4 2 r + ^2-2^3^4 

^4 



Le théorème suivant résume l'analyse précédente ; elle a été faite directe- 
ment sans utiliser Maple. 

Théorème 6.2. Soit ^ un ^-feuilletage de degré 3 sur CP(4). Si ^ est 
aMlienne, alors le feuilletage ^ admet à conjugaison près l'une des intégrales 
premières suivantes : 



^Kl) Kl K2 «3 

Zq Zi ^2 Z3 ^4 



Zi I Zq 



4 
j=0 



, exp — 

z^zlz^ \Zl 



Z^Z4 / Z\Z2 — Z0Z3 

2 2 

-2^0-2^4 ~ Z1Z2Z4 -\- Z\Z^ 

Ziz\ 



Zl\ f ZQZ4 — Z1Z2Z4 + ZiZ^ 

I 6Xp I 2 
Z4/ \ Z1Z4 
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1^4 



exp ■ 2 I 

Zq \ ^4 J 



Zo ( Zizl + Z2Z^Zi — ZÎ 

— exp ' 

za 



9 9 A 

3 I 2 2:2^1 -2^3 I 2 
ZqZ^ + ZiZ^Z^ 2 T ^2^3^4 

^4 



Les Kj, K et ^ sont des nombres complexes. 



3. L'algèbre =5f = J^f» a pour présentation 

{[X, Y] = y, [X, z] = aZ, [y, z] = o}, « ^ o. 



On remarque que si l'on change X en — on a 



[-,Y] = -, [y,z] = o, [-,z] 

et a ce 

On obtient avec X' = ^, y' = Z et Z' = y 



[x'X]^Y', [y',z'] = o, [x',z'] 



Z' 



a 



Par suite l'algèbre ^ est indifféremment déterminée par a ou ^ que l'on note 
à (i.e. on note (5 = 2 pour a = 2 ou a = |). 

L'algèbre Cy © CZ est sous-algèbre abélienne de ^ qui est résoluble. La 
présentation entraîne que Y et Z sont nilpotents ; on peut donc choisir une 
base dans laquelle Y s'écrit 
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( 






\ 




1 



suivant son ordre de nilpotence et son rang (on rappelle que si Y est de rang 
1, le degré du feuilletage chute et en fait le feuilletage est un pull-back) ; on 
cherche alors la forme de la matrice Z : soit '^{Ni) le commutateur de Ni 



0} 



Un calcul fastidieux mais sans difficulté donne la description des algèbres de 
Lie "^{Nij) : 



'^(iV2,l) 



^(A^3,2) 



^(iV4) 
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Comme Z est nilpotente, Z appartient suivant l'ordre de nilpotence et le 
rang de y à l'un des espaces suivants 
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a'^ + bf^O 



/ + jh = 



Soit E G ^{n, C) un sous-espace vectoriel de ^(n, C) ; on note r(£^) e N 
le rang générique des éléments de E : 

r{E) = max{rgM, M e E} 

et E{M,Nij) l'espace vectoriel engendré par M et Nij. Soit M e "^'(Nij) tel 
que dim£^(M, A^jj) — 2. On introduit la sous-variété algébrique 



les ensembles 

G,,j = {M e -^'(TV. .), r(£;(M,7V. .)) < i} 
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et la propriété : 



ak = -fe 

^{a,b,c,5,e, f, g, i,j,k,£) ^ a^b^ f ^ g ^0 ou <j Z ^ ^"^^ ^ 

Le lemme suivant donne la description des Fi ; sa preuve utilise uniquement 
des arguments standards de mineurs. 



Lemme 6.3. On a 
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Remarque. Si l'on note Gi = [^Gij, on obtient à partir de la description 

j 

des Gij celle des Fj : 

F2 — G2, F3 = Ga \ G2, F4 = \ {G2 U Gs) 

DÉMONSTRATION. Commençons par décrire l'ensemble ^2,1 ; l'annulation 
pour tout réel t des mineurs (3, 3) de la matrice 
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est réalisée si et seulement si l'une des conditions suivantes est satisfaite : 

J a = f = b = c = h = 

bi'^ = —fm^, a£ = —fm, ôm£ = —rn^i + mj£ + e£^, c£ = —hm 

Pour l'ensemble G2,2, les mineurs (3,3) de la matrice 
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sont nuls pour tout réel t si et seulement s\ g — h — j — 
On décrit maintenant 1 ; la matrice 
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est de rang inférieur ou égal à 3 si et seulement si c5 = 0. 

Passons à la description de Gs,2 ', l'annulation pour tout réel t des mineurs 
(4, 4) de la matrice 
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est réalisée si et seulement si & = e = / = 0. 

Pour G4, il n'y a rien à faire. □ 
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On aborde maintenant la classification des ^-feuilletages associés aux al- 
gèbres 

On se permettra d'efi'ectuer certaines combinaisons linéaires dites permises 
qui vont changer =âf' tout en gardant la même structure d'algèbre : par exemple, 
les algèbres < X, F, Z > et < X + k/î, Y^Z > sont distinctes mais isomorphes 
et tangentes au même feuilletage. 



3.1. Cas où les matrices F, Z e F4. C'est le cas où Y s'écrit 



et où Z est de la forme 
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Pour des raisons techniques de calcul, on cherche X e x(CP(4)), A, /x, (3, 
£ e C et Z du type précédent satisfaisant 

[X, Y]=XY + i^Z, [X, Z]=pY + eZ 

La raison est qu'un élément générique de [«Sfa, =âfa] peut être de rang 4 alors que 
les Y et Z de la présentation précédente peuvent ne pas l'être. Les équations 
traitées sont quadratiques et il n'est pas étonnant qu'arrivent plusieurs cas ; ils 
correspondent aux différentes composantes irréductibles des ensembles décrits 
par ces équations. On n'a retenu que les solutions donnant des feuilletages de 
degré trois, certaines donnant des feuilletages de degré plus bas ; ces solutions 
éliminées interviennent dans la classification des feuilletages de degré inférieur 
à trois. 

Etudions les feuilletages associés aux solutions données par Maple. Nous 
présentons les calculs typiques et mentionnons par quelles techniques se trait- 
ent les autres cas. 
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3.1.1. Les champs X et Z s'écrivent respectivement à combinaisons linéaires 
permises près 

d d 
X = {bzi + CZ2 + ôzs + ezi)- h {kzi + hz2 + cz^ + àz^)—— 

UZq uZ\ 

d d d 
+ {2kz2 + bz3 + czi)- h (3k^3 + hz^)- h 4«;^47^, 

OZ2 UZs OZ4 

^_ d d d 

Z — Z2-^ h Z^— h Z4— — 

OZq OZi OZ2 

Dans ce cas 

' A /X \ _ / K 
[5 £ ) ~ \ -bK 2k 



Ceci implique que k ^ 0; par suite on peut supposer que k = 1. On 
note que à — 2. 

Quitte à faire des combinaisons linéaires permises, le champ X s'écrit 

d d d d 

{-izo + ÔZ3 + e^4)^ + (-3^1 + ^^4)^ - 22^2^ - Z3 — 

Les hyperplans Zi = cte sont alors invariants par les trois champs qui 
engendrent donc le feuilletage restreint à la carte affine z^ — 1. Dans 
cette carte affine, on a : 

X = X,,., = (-4.0 + fc3 + .)|^ + (-3.. + 5) A - 2., A - .3 A 

~ d d d d 

Y = l|24=i = Zi- h Z2^ h Z3- h TT- 

OZo OZi OZ2 OZ3 

7-7 _ ^, d d 

Zi — ^|24=i — Z2-Z h Z3— h 7- — 

ozq az\ az2 

Les champs Y et Z ont une « partie constante » donc ne s'annulent pas 
et commutent ; nous allons essayer de les redresser par un automorphisme 
polynomial. Le flot de Y est 



(p{z; t) = {Zq + Zit + Z2— + Z3— + ^1 + + Z3— + —,Z2 + Z3t + — , ^3 + t) 



et celui de Z 



: [z] s) ^ {zq + Z2S + —,zi + Z3S, Z2 + s, ^3) 

On définit maintenant le difféomorphisme 

H{zq, zi, Z2, Z3) = (p{ip{zo, zi, 0, 0; Z2); Z3) 
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qui est donné par 

, /Cir\ /CO /Cn /C'3 /On /On v 

(-20 + y + -21-^3 + ^ + ^' + -^2-^3 + -^2 + y , z^) 

Par construction H conjugue à F et ^ à Z. 

On note ^ le feuilletage associé à l'algèbre engendrée par les champs 
X, y et ^ ; soit une 1-forme qui définit ^ . Le feuilletage — H*^ 
est décrit par une 1-forme Q,' qui annule les champs H~^Y = ^ et 

H~^Z — Elle s'écrit donc du fait de l'intégrabilité 
O,' = A'{zo, zi)dzo + B'{zo, zi)dzi 

Le difféomorphisme H laisse le plan Z2 = z^ — Q invariant point par 
point, donc Q! — cte i*Ù où 

i : {zo,Zi) ^ (2:0,^1,0,0) 
et fl' définit ^122=23=0- On constate que le champ 

d d 
X|,,=23=o = (-4^0 + e)^ + (-3^1 + 5) — 

OZq uZi 

décrit le feuilletage en restriction au 2-plan Z2 = Z3 = 0. On déduit une 
intégrale première de =^122=^3=0 : 

(^0 - f)^ 

{zi - ly 

qui donne après composition avec et homogénéisation 
/ 22 4 \ ^ 

l ^0^4 2 ^1^3^4 + ^2^3 ^4 ^ — 4^4 I 



\ZiZ^ — Z2Z3Z4 -|- -3 I 

à conjugaison près s'écrit 

3 22^4 2i 2 4\'^ 

ZqZ^ 2 ^3^4 + ^2 ^3 ^4 ~ T I 

{zizl - Z2Z-iZé^ + ^ 

A posteriori, on constate que ce cas s'obtient à partir de 3.1.3. en faisant 
K = 0. 

3.1.2. Les champs X et Z sont à combinaisons linéaires permises près 
(Maple) 

d d 

X = (6^1 + i2Z2 + {32:3 + ^42:4)^ + 4(677 + 
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d 

+ {{br) + ç)zi + ^iZ2 + (6 + r}^)z3 + z^) — 

OZ\ 

d d 
+ {2{hr] + ç)z2 + ^1-^3 + (6 + '^r]6)zi) — + {3{br] + ç)z3 + C1Z4) 

0Z2 0Z3 

d d d d 

Z = {bzi + ^Zi)-Q^ + (^^2 + '^^4)^ + ^^3^ + ^^4^ 

et 

A /X ^ / ç 77 

(5 e) \ -b{3br) + 2ç) 4776 + 3ç 



Les valeurs propres de cette matrice sont 3(ç + br)) et ç + br) donc 
â = 3. On remarque que ç + brj est non nul. 

On note que si 5 = 0, la dimension ponctuelle de J/f est deux. Quitte 
à changer Z en \{Z — bY), le champ Z s'écrit 

d d 

+ ^4^ 
OZq OZi 

A combinaisons linéaires et conjugaison près, on a 

X = (-4(677 + ç)-2o + ÙZ4)Tr- + (-3(677 + + vSzs)^ 

uZq OZi 

d d 

+ (-2(677 + Ç)^2 + 2jlôZ4)^ (677 + Ç)^3^ 

OZ2 OZ3 

On traite ce cas de la môme manière qu'en 3.1.1 et une intégrale première 
de ^ est à conjugaison près 



[z2Z4 - Y - «^1) 



(2(677 + ç)(^i;^3;^| + ^ - I)) + z,zl 



avec 

2i)5 



K — 



2(67/ + ç) 



On peut en fait conjuguer la fonction rationnelle précédente à 

1^2 ^4 — Z^) 
ZlZ^zl + Z2Z'^Z4 — Z^ + ZqzI 
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3.1.3. A combinaisons linéaires près on a suivant Maple : 

d Sçc^ d 

X = (^iZi + ^2Z2 + 6^3 + ^4^4)^ ^4^ 

+ ( + (Cl + ÇC)^2 + (6 + Ç(^)-23 + ^^^^^ zA — 

( 4çc2 \ d 

+ ( ^-^2 + (6 + 2ÇC)Z3 + (6 + 2Ç5)Z4 1 ^ 

+ (-^.3 + (6 + 3çc)..j -, 

5(^2 Q Q 

Z = (62:1 + CZ2 + 5^3 + -;— ^4)^ h (&2;2 + CZ2, + (^^4)^ 

4c azo ozi 

+ (62:3 + cz^)^ h 0^4^ 

et 

A \ _ / -ii^ ç 

e j ~ \ bçiôb-2c2) <;{ôb-4c2) 

On remarque que c, ç, 5 7^ et que à = 2. 
Notons 

= -, ^4 = -(^4 - 56«:') et es = -(6 - ^2^) 
c çc çc 

Quitte à faire des combinaisons linéaires de Z avec Y, le champ Z s'écrit 

^ d d d 

{Z2 + K,Z3 + -K^Z4:)- h {Zs + KZ^)^ h 2:47;— 

4 ozo ozi 0Z2 

De même à combinaisons linéaires permises près on a 

X = (82:0 + ^32:3 + ^42:4)^ + (6^1 + KZ2 + K^Zs + (Cs + 4'^^)'24)^ 

d d 

+ (4^2 + 2kZ3 + 2K^Zi)— + (2^3 + 2,KZi) — 

OZ2 OZs 

On trouve que ^ admet comme intégrale première 

((Zi - KZ2)zl + - Z2Z3)Z4 + f + (I - i)ziy 



^4 



(22:0 + ^-22 - 3fi;2;i)4 + {{3kz2 - 2zi)z3 - ^zl - zl)zl + {2z2zl - Kzi)zi - ^ - r]zj 
avec 

V = — ^ H h — 

' 8 32 4 
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soit à conjugaison près 

(^Zizj - Z2Z3Z4 + y) 



(^zozl - {2ziZ3 + zl)zl - f ) 



Remarques. 1. Ce feuilletage, ainsi que celui produit en 3.1.1, n'appar- 
tient pas aux composantes connues de l'espace des feuilletages de degré 3 sur 
CP(4) ; c'est un candidat à être un feuilletage « exceptionnel ». 

2. Une dégénérescence de ce cas correspond à 5 = (multiplier les con- 
stantes par 5 et annuler 5). On obtient l'algèbre engendrée par les champs 

R, X^Azo^ + 2>Zi— + 2z2^ + Z3 — 

OZq OZi OZ2 OZ3 

d d d d ^ d d d 

^ = ^l^ + ^2^ ^^3^ + 2:4^, Z = Z2^ h ^3^ ^^4^ 

ozo azi 0Z2 0Z3 ozo ozi 0Z2 

qui correspond en fait au cas k. = 0, i.e. 3.1.1. 

La dégénérescence ç = produit a = et n'est donc pas à considérer ici. 

3. On constate que lorsque le rang générique de < Y, Z > est maximal 
l'invariant à est discret et vaut 2 ou 3. 



3.2. Les matrices Y, Z ^ F3. Comme précédemment on cherche X dans 
x(CP(4)), X, /i, j3, e E C satisfaisant 

[X, Y] = XY + i^Z et [X, Z]=(3Y + eZ 

Grâce à Maple, on obtient les sept solutions suivantes que l'on étudie au cas 
par cas. On n'a retenu que les solutions donnant des feuilletages de degré 3. 

3.2.1. Les champs X, Y et Z s'écrivent respectivement à combinaisons 
linéaires permises près 

X = (^-^aZo+ ClZl + C2Z2 + 6^3 + ^4^4^ 

( Ha + 2%C - \ 9 

+ -2 + ^8.3 + 6^4 ) ^ 

+ Q^^2 + (Cl + Cg)z3 + (6 + Ci)z?j ^ 

/ Ha -2^1 A; \ d 3 d 
+ r^-2^^"V^^2"^'9i:' 

d d d 
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d d 
UZq 0Z\ 

et 

A /X \ _ / o- C 



On note que o; = |. 



13 s ) V T 



Le feuilletage associé à l'algèbre engendrée par les champs X, F, Z 
et R admet pour intégrale première 

Zi (d (^2 - zi)z^ - ^ - Kzl + lz2Z^)zi + (^0 - Izi - r]Zz)zl - 2Czl + i/^) 



OU 

, _ icT - 2iik , _ (6 - + C^)ï - 6^ . t 

+ — k — ^'^^^^^-T 

A= H r— , ±J = r-, O = — , 

(7 cr^ cr'* (J cr^ a 

Ht _ ^5 'C2'Cl , ^ _ D I ^^^1 

(T (j^ CT'^ cr* (7 

2^ 2eii^ 6c^;^ 2^ei 

= — - H \ — et = -— ^ - 2C— - — — 

ou encore à conjugaison près 

Zi^{zQz\ + z\Zj,Z/^ + 2:2^4 + ci2;|) 



où a e {0,1}. 

Remarque. Dans la carte affine ^3 = 1, le feuilletage admet pour 
intégrale première à conjugaison près 

^4(^0-^4 + Z\Z^ + ^2^4 + a) 

Il produit donc un polynôme de degré quatre sur définissant un =2f- 
feuilletage. 
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3.2.2. Les champs X, Y et Z sont à combinaisons linéaires permises près 

+ (^7^2 + (^8 - 6)^3 + 6^4) ^ + I ^2 + «î^4 1 ^ 

+ (2«(/ - e).3 + (Cr + ^k)z,) A + ^^^^^^^^^4^, 

9 9 9 

^ = ^27^ 1- h Zi- — , 

OZq 0Z\ OZ2 

z = iz^— + ((/ - e)^3 + kz^)^ t^O, kj^Q 

OZq uZi 

et 

A A* \ _ / i<-{f — 2e) K, 



(3 e \ -efK K(2f-e) 



Les valeurs propres de cette matrice sont «(/ — e) et 2K,{f — e) donc 
à = 2. 

On montre que le feuilletage associé à l'algèbre engendrée par les 
champs X, Y, Z et R admet pour intégrale première 



(^^1^1 - ^2^3-^4 + {^Z3 - Yi^A){zl - 2Z0Z4) -{A + 2Bfjz3zl - Bz^Z^ - l^zfj 



avec 



Çi = ^ , Ç5 = ^ > Ç6 = Ç7 + 



e'e' f' f' t'2 

S1Ç5 Ç1Ç5 SI Ç5 S5 



Cette intégrale première est conjuguée à : 



Z4 Z3 
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3.2.3. A combinaisons linéaires permises près on a 

d d 

X = {{-VZq + ^32^3 + ^iZi)— + (^8^3 + ^S^^)^ 

d d d 

d d d 

1 = ^27^ 1~ ^37^ 1~ ^47^ — , 

OZq OZi OZ2 

d d 
Z = ^^4^ + (/ - ^)^3^ ï 7^ 0, / - e 7^ 

où 5 = ç(e — /) et 

A ^\ /ç(-2e + /) ç 

On note que à = 2. 
Posons 

î7 = 6-6-Ç«-— (/-e) 

et 

, _ 6(6 - /) 

— : 



Si z/ + 25 = 0, le feuilletage associé à ralgêbre engendrée par les 
champs X, Y, Z et R admet pour intégrale première 

2:3 exp [^^^^^ ^^^^^ - - Z2Z3Z4 - ^ZoZ3Z4 + ^^^zlzz) 



z'i 



c'est-à-dire à conjugaison près 



^3 \ / Zizj + Z0Z3Z4 + Z2Z3 

— exp 3 

Z4J \ zl 



Si 25 + 1/ et 25 — 7^ 0, alors le feuilletage admet pour intégrale 
première 

^3 ^4 

[zizl — Z2Z3Z4 — ^-y^ZqZzZ4 -\- ^^Z^Zz -\- jgZszl — 2^:7; ^3^4 + llfïï^t) 

i.e. à conjugaison près 

^4 



(Zizl + ZqZ^Z4 + z\Z'if 
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Finalement si 2S + u ^ et u — 2S, l'intégrale première s'écrit 
I 2(^(^1 ^1 - Z2Z3Z4: - ^zqZzZa + i^zlzz) 



exp , 

ZiJ \ Z^Z4 



ou encore a conjugaison près 



J3_ 

Z3\^^ f Zizj + Z0Z3Z4 + Z2Z3 

— exp 2 

Z4/ \ Z^Z4 



3.2.4. Les champs X,Y et Z s'écrivent à combinaisons linéaires près 
X = I 2ç(/ - e)zo - 2qgzi H z^ + i^z^ 1 ^ 

+ I -2qdzQ + e,7Z2 + (Cs H ^ j^^a + 6^4 

d 

+{{V + <?(2/ - e))z2 - çgz3 + ç^^4);^ 

0Z2 

d d 

+ {-ÇÔZ2 + {V + Ç/)^3 + (^7 + ^^■)-24)^ + 2(Ç/ + ^)-24^, 

^ ^ h Z3— + Z4 — , 

OZq OZi OZ2 

d d d 

Z = {gzs + i^d-g^ + {^^2 + {f - e-)z3 + ^^4)^ + <^^4^ 

On traite ce cas comme d'habitude en trivialisant deux champs tangents 
dans la carte affine z,i = 1. Suivant les valeurs du paramètre, on trouve 
les intégrales premières suivantes : 

(p-7+ gr"(p-7-Qr 

si e"^ + ôg 0, 



Z4 



■ exp 



sinon. Les polynômes P et Q sont définis par : 

2 • 2 

P{Zq, Zi, Z2, Z3, Z4) — Z0Z4 — — + KqZ^ 

/^{ \ ^ ^ 2 ^ 2 

Qr(^o, z\^ Z2, Z3, Z4) = Z1Z4 2Ô~^^ ~ ■^^3^4 — Z2Z3 — K\z^ 
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et 

{2çiçk)r] 25 /çe , 

^0 = ^ c/ 2 X ^' ^ = T + ^ 

lo[ç^go — çerj — rj^j e \2 

^ {SçU + 2/(çe + r)))ô<; - ^gôjr] + eç) + (^7 + çfe)(eç/c - iSç + Ty/g) 



7± = ^ 1?* = - 1 ± 



Ce qui donne à conjugaison près 



si e"^ + 5gy^ 0, 

{zo- zi)z4 + ez2Z3- § + vz1 ( C{zoZi-2g5zl-^ 



,2 



(2:0 - Zi)z4^ + e2;22;3 - y + '^^3 
avec 

V = e(/ - e) - 25((5 

sinon. On peut éventuellement simplifier encore ces expressions ; mais il 
faut tenir compte de l'annulation ou non de certains paramètres. Nous 
en laissons le soin au lecteur. 

3.2.5. Etudions le cas suivant prédit par Maple : 

^_ d d d 

^ — Z2T\ — y- z^— — h 2:4— — 

OZq OZi OZ2 

d d d 
Z = {zi + gzs + izi)- h (/^3 + kzi)^ h z^ — 

UZq uZi OZ2 

Notons, et ceci se constate dans les cartes Z4^ = 1 puis z^ = 1 que l'on 
peut par conjugaison supposer que g = i — 0. Lorsqu'on demande à 
Maple X, A, e, (5 tels que [X, Y\ ^ \X + et [X, Z] ^ ^X + sY il 
donne 

d 

X = (^3^3 + ^4^4) ^ 

OZq 

d d 
+ ((C + àf)zi + 5kz2 + iikzi) — + {5zi + CZ2) ^ 

+ (2(C + Ôf)z3 + 25kz4) — + {2ÔZS + '^Sz^) — 

et 

(5 e) \5k Ôf + C 
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matrice qui doit être inversible. 

Les méthodes que nous avons appliquées jusqu'ici conduisent à des 
calculs relativement pénibles. Nous allons essayer une autre méthode ; 
supposons que l'on puisse trouver X' tel que par exemple [X, X'] ~ 
et tel que X' ne soit pas tangent au feuilletage. Alors X' est nécessaire- 
ment une symétrie ; ce qui produit un facteur intégrant qui en principe 
permet de calculer l'intégrale première. Cherchons par exemple, et cela 
conviendra dans presque tous les cas (5 7^ 0), X' sous la forme 

iC'sZs + + + + 2-3^^ + 2.4^^ 

ceci correspondant aux choix /i' — et X' — 1. Pour que [-^, = il 
faut et il suffit que l'on ait 

skc's + a', = ^4 

qui possède une solution unique puisque la matrice 

C s 

ôk ôf + c 

est inversible. Dans le cas oii (5 7^ on vérifie que X' n'est pas tangent 
au feuilletage ; par contre, lorsque 5 = 0, le champ X' est colinéaire à X. 
La résolution explicite de ^3 et ^4 donne 

. _ as - SU , _ -l^k^s + (C + Sf)^ 
^3 - - et ^4 - - 

avec 

u^C{C + Sf)-5'k 
On procède alors au calcul de 

eu — ixiyiziRdzQ A dzi A dz2 A dz^ A dz^^ 

1-forme qui décrit le feuilletage et de 

P — oj{X') — ix'ixiyizdzç) A dzi A dz2 A dz^ A dz^ 

facteur intégrant de cette 1-forme. Si k = on constate que 

les deux hyperplans 

{Sf + k)z3 + 2ôkz4 = 

et 

{5f - K)zs + 2Skz4^0 

sont invariants par le feuilletage car invariants par X et évidemment par 
Y et Z. Le polynôme P s'écrit donc à constante multiplicative près 

{{Sf + k)z3 + 2ôkz4) {{Sf -k)zs + 2Skzi) Q 
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OÙ 

Q = -2z/(/c + fzz - zl)zo - iy{fz3 + k)zl + 2vziZ2Zz 
-vzl - azl + (ç + fcT)zl + {ka - çf)z3 - kç 

avec 

ç^U- Sk^s + ÔUf et (7 = SU - C6 

Le polynôme Q, obtenu à l'aide de Maple, est de degré 3 ; génériquement 
sur les valeurs des paramètres il est irréductible. Ainsi génériquement le 
feuilletage associé à l'algèbre engendrée par les champs X, Y, R et Z 
admet une intégrale première de la forme 

{{ôf + k)zs + 2Skz4)^° {{Sf - k)z3 + 2Skz4)^' Q^^ 

où Q est l'homogénéisé de Q ; on constate que Q vaut : 



—2l'{kzl + fz^Z^ — Z^)Zq — ^{fz^ + kZ4)Z2 + 2l'ZiZ2Z3 

-uz^Zi - azl + + /<^)^3^4 + {ko- - çf)z3zl - kçzl 
Les Xi se calculent à partir de ^x^" 

Pour les valeurs non génériques des paramètres où le polynôme P 
n'est pas réduit, on trouve des intégrales premières contenant des expo- 
nentielles. 

Le polynôme P s'écrit Ô^P donc s'annule pour S — 0. Par contre P ne 
s'annule pas pour S = et par suite est un facteur intégrant du feuilletage 
correspondant à S = 0. On traite ce cas comme d'habitude suivant les 
valeurs des paramètres ; il ne donne pas de phénomène nouveau. 

3.2.6. A combinaisons linéaires permises près on a 

d d 

X = {-3çZo + ^2^2 + ÙZ3 + ^4^4)^ + {-2ÇZI + JCZ2 + (6 + T^)^3)^ 

d d 

+ {-<iZ2 + 2JCZ3)— + {^oZ3 + (^1 - 3ç)z4)-g^, 

d d d 

y — zi— h Z2t: 1- Z3— — , 

ozo azi 0Z2 



et 



13 s l 2ç 
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On note que ç 7^ et â = 2. 



= Y, [X,Z] 



= aZ, [Y, Z] = 0}, a # 0. 
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Si — 3ç 7^ 0, le feuilletage associé à l'algèbre engendrée par les 
champs X, Y, Z et R admet pour intégrale première 



{Zi + KZsf'^ (Cl{zozl + + - ZiZ3)z3 - Z1Z2Z3 + ^Z^) - ^4(^4 + KZ3)zfj 



^3 



3^1 -6ç 



avec 



K = et i/ = ^ (^4/^ + 5(6 + I^S) - Ca) 

çi — oç àç 



A conjugaison près on obtient 



zf'{zozl + 21^2^3 + ^2)^^ 



^3 



3Çi-6ç 



Si — 0, alors le feuilletage est décrit par 

zA^ f zqzI + 5{\zlz3 - zizl) - Z1Z2Z3 + \zl 



— exp 
ou encore à conjugaison près 

( 



_ 2 
^3/ \ 2:4 



-24 V / -^0-^3 + -21-22-23 + -^2 



exp . 2 

^3 y \ ^3 2:4 



Pour 1^1 — 3ç = 0, on trouve comme intégrale première 

[zozl - 5zizl + \zlz3 - Z1Z2Z3 + + pzl - ^zlzA Ciczi 
3 7 — 

^3 \ Ç0^3 



avec 



3ç V 3ç 
A conjugaison près elle est de la forme 

Zqz\ + Z1Z2Z3 -\- Zo f Z4 

exp — 



^3 
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3.3. Cas OÙ les matrices F, Z G Fi. Maple nous a donné trois types 
de champs Z que l'on va examiner. 



3.3.1. Le premier cas est le suivant 



Y 



/O 






1 










1 







o\ 





0/ 



et Z 



( Q h c 8 e\ 

6 



0/00 

i 



Les champs Z\z2=q et ^122=0 sont colinéaires donc le feuilletage associé 
à l'algèbre ^ ne peut être un J5f-feuilletage de degré 3 sur CP(4). En 
fait, il conduit à un =èf-feuilletage quadratique. 

3.3.2. Traitons le cas où 



/O 








1 


\ 




/O 








ô 


e 
















1 













i 


j 



















et Z = 











£ 


m 

















































J 




^0 














y 



Si (£, m) = (0,0), alors le feuilletage associé à l'algèbre =5f vient de 
CP(2) donc n'est pas de degré 3. 
Soit 



/ 1 


£ 








0\ 





1 


e 














1 


e 














1 


e 
















alors 



pzp-^ = 



/ ô + ei s{j - 5 - si) + e \ 

i + si £{m-ei-i)+j 

£ m-ee 



y y 



En particulier si £ 7^ 0, on peut, en posant £ = y, se ramener à 
m — 0. 
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Si £ = 0, alors m ^ et i ^ sinon le degré chute, et 



PZP 



-1 



PZP 



-1 



et 



/O 








5 + ei e{j — 


ô- 


et) + e \ 











i eim — % 


)+J 














m 





















\o 














J 


ter zs et 2:4, puis Zq et ;zi, 


on 


obtient 


/O 








e{rn — i) + j 













e{j — ô — ei) + e 


ô + ei 











m 
























VO 













J 






/o 


1 \ 













1 






y 


































j 







i.e. on s'est ramené au cas £ 7^ et m = 0. 
Une fois Y et 

d d d 

Z = {Sz3 + 6^4)^ + {izs + .^^4)^ '^^^dz^ 

fixés, Maple donne : 

{CoZo-2nezi + {2fx{S-jf+2^5e+^if^e+{^o-^6){ô-j))z2+^3Z3+Uz4) 

d 



+{^5Zo + îazi + (2i(eo - Ce) + (Cs - 2iAt)(i - S))z2 + ^8-^3 + 6^4) 



dzi 



+{-IJ,zo + (2^0 + 3/x(5 - j) - ^e)z2 + ^13^3 + ^14^4) 



_d_ 

dzo 



+{{Co + A + iiô)zs - iiezi) 



d_ 

dz-i 



+ ((^5 + ï/^)^3 + (Ce + A + /ij>4) 



_d_ 

dzA^ 
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Nous présentons le calcul de l'intégrale première, la procédure d'in- 
tégration étant sensiblement différente de celles déjà rencontrées. 

Quitte à retrancher ((^o + A + nô)z3 — ixeZi)R à X, le champ X n'a 
pas de composante en Ainsi les trois champs engendrent le feuilletage 
restreint à la carte affine zs — 1; dans cette carte affine, les champs Y et 
Z s'écrivent 

d d 



Z = Zi,3=i = {ô + ezi)— + (i +i^4)— + — 



Redressons les champs Y et Z par un automorphisme polynomial. 
Le flot de Y est 

Lp : {z; t) ^ {zq + t,zi + z4, Z2, z^} 

et celui de Z 

ip : {z; s) 1-^ {zo + {5 + ez4)s, {i + jzi)s + ^i, s + Z2, Z4) 
On définit comme d'habitude le difféomorphisme 
H{zo,zi,Z2,Z4) = ip{ijj{0,zi,0,Z4;z2);zo) 

= {zo + {ô + eZ4)z2, Zi + {i+ jZ4)z2 + Z0Z4, Z2, Z4) 

Par construction H conjugue à Y et à Z. On note ^ le feuil- 
letage associé à l'algèbre engendrée par les champs X — X\z3=i, Y, Z et 
R\z^=i. On constate que le champ X\zo=z2=o, quitte à le modifier avec des 
combinaisons ici polynomiales de R, Y et Z, s'écrit 

((Ce - - A - iJ,S)zi + SjieziZi + (^9 - i^u - à - ^niJ - <^))^4 

d 

+ (Cl3e +{S- - iA)zl + 6^14^ + ^8 - iU) ^ 

d 

+ ((^5 + IJ-i) + (6 - 6 + /^(i - ^))za + l^ezf) 

Il est tangent à =^ et au 2-plan zq — Z2 — 0; donc il décrit ^ en 
restriction à ce 2-plan. Ce feuilletage est aussi défini par 

a; = («0 + i^iZi + K,2zl) dzi 

+ {l^sZi — Sk,2ZiZ4 + + KQzj + K-jzl «s) dZ4 

avec 

«0 = + /^î, «1 = 6-6 + )"(; - ^) 
K2 = ne, «3 = -6 + 6 + A + n5, 

«5 = -6 + i^li + 6 + Cl3(i - <^), «6 = (j - (^)Cl4 - 63e + 6, 
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«7 = -6^14, 1^8 = i^lS - 

On regarde la forme u comme une équation différentielle linéaire avec 
second membre dont on cherche une solution particulière 

= ao + aiZ4 + a2zl + a^zl 

En développant on obtient 

(koOi + «300 + f^s) + (2/îoa2 + («i + /îa)^! — 3/î2ao + f^b) 
+ (SkoOs + {2ki + K^)a2 - 2^201 + «e) zl + {{?>ki + «3)03 - ^202 + K,^) zl = Q 

La résolution de cette équation conduit à 

Oq = y (S/ÎQ/îy + 'iK^K2K,^ — QKqKiK2Ks + hKQKiK^K^ — Qk{k^ — hKQK2K^K^ 

—k^kzHq + Ç)Kqk\k5 — 2>k^kiKq — — Ç)K\k\ks + kqk\k^ — n\ns) , 

oi = -j {3k,2K,Ik,s + 3K0K2K3K5 + 6kIksK5 + 15kiK2KsKs + 5kikIk5 

— KqkIkq — SKqKiK^Kq + kIkq + Sk^K^Ki + 18kIk2K8 + 9KoKlKsj , 
a2 — —y {6k,2'^3'^S + 1Sk,iK,2K,8 + Sk,oK,2K,3K,G + %KqK\K2K,& + 2k2K,^K,^ + K^Kq 

—'i^^Q^^\^^^ + AkiH^Kq + SK^KaKg — '2l^^Q^^lH3^^^ + 6k,iK,2K3K5 — 9kIk,2K7) , 
— —— (2kIk3K7 + K,iK2K,sKe + 6koKiK2K,7 + 3kikIk7 + SkohIk^ 

où 

/ = llufnl + 6^1 «3 + «3 + SK,oK,2fvl 

+6K1K3 + 24koK,iK,2K,3 + 18kokIk2 + 9h^k\ 

Notons p{z) = 00 + 01-2^+02-^^ + 03^^ et posons Zi — Zi+p{z4) ; la nouvelle 
forme s'écrit alors 

(«0 + K1Z4 + K2zl) dZi + Zi {k3 - 3K2Z4) dZ4 

soit encore 

dZi K3 — 3k,2Z4 

H 7^dz4 

Zx Ko + K1Z4 + K4Z2 

qui s'intègre explicitement par décomposition en éléments simples ; no- 
tons que K.0 + K.1Z4 + K.4Z2 ^ 0. Il y a plusieurs cas suivant que le polynôme 
Ko + K1Z4 + K4Z2 a des racines distinctes ou non. 

Commençons par considérer le cas où le polynôme Ko + «12:4 + K4Z2 a 
deux racines distinctes 
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Le feuilletage est alors décrit par la 1-forme 

b c 



avec 



dZi 1 



+ 



dZ4 



c — 



Z4 - 7" 
-, b — —3k2 — c 



On en déduit l'intégrale première 

P{zo, Zi, Z2, Z3, Zi) {Z4 - 'y~Z3)\z4 - 7+^3) 



Z' 



3+b+c 



OÙ P s'écrit : 



(2:1 - iz2 - aiZi)zl + {{5 - j)z2 - Zo)z3Z4 + {ez2 - a2Z^z\ - a^zl - a^zX 
soit à conjugaison près 

{zxz\ + ZqZ^z^ + ez2z\ - azX) {z^ - Q'z^fiz^ - g'^z^f 



^3+b+c 

avec a, e G {0, 1} et les et q~ se calculent en fonction des différents 
paramètres. 

Finalement considérons le cas où le polynôme kq + K1Z4 + K4Z2 a une 
racine double 7 = — ^ Le feuilletage est alors décrit par la 1-forme 

dzi 



dZi dz4 

^1 



avec 



V 



{Z4 - 1? 

K3 - 3k2J 
On obtient comme intégrale première 

-f(^O) ^1? ^2, Z3, Z4) 

3 exp 

{zi - 7^3) 

ou encore à conjugaison près 

{zizl + zqz^za + ez2zl - azl) 

{Z4 - Z^f 

avec a, e G {0, 1}. 
3.3.3. Pour finir traitons le cas où 



Y 



Z4-I 



VZ4 



IZ3 - Z4 



exp 



VZ4 



Zz — Z4 



/o 








1 


o\ 






a 


b 


c 


s 


e 


\ 














1 






f 


—a 


h 


i 


J 



















et Z = 













£ 


m 
































a 


b 




^0 











0^ 




l 











f 


—a 


/ 
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a£ = —fm 

5mi — —m^i + mj£ + ei"^ 
avec < /, , 

Il y a deux cas. 

3.3.3.1. Maple donne l'algèbre =2f engendrée par les champs 

+ + 2h 

■£^1 -|- TfiE d d 
+ {-2ez2 H r 2:3 + ^142:4)^ h (-£2:3 + ^iZa)^ 

, mlSi — mi — ij) d d 
Z = {bz, + Szs + z,)— + Z.3^ 

//, \ "9 , 9 

+ (£2:3 + mz4)-^ \-bz4-^, 

0Z2 (JZ3 

et 

2e 



Les valeurs propres de cette matrice sont 2e et e donc à = 2 ; on remarque 
que £ 7^ 0. 

Le feuilletage associé à cette algèbre admet pour intégrale première 

{Z2Z4 — ^Z3Z4 — + Kzfj 

{^2Z2zl - ezozj + eziZ3Z4 + çzszj + {^^^)ziz4 - gzi + (^2K - £i^)zfY 



avec 



Ci4 me{ôi — mi — ji) — mi'^^2 

1 / 6C14 66"^ , . iim{5i -mi- ij) 
^ = ~wz -pr Trr— + Ç4 - 



3e V 2£ 2be ^ bP 
soit à conjugaison près 



{zqzI + Z1Z3Z4 - VZ^f 
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avec V, C E {0, 1}. 

3.3.3.2. L'algèbre =Sf est engendrée par les champs 
X = [-Aszq + iizi + 62:2 H ^3 + ^4^4)^ 

^^-^''^ + ^ + 26 W 

, ^ ^^1 + me ^ . d , ^ X <9 

+(-2£2;2 H ^ z-i + 64^4)^ V \-ez-i + 6^4)^ 

0Z2 0Z3 

ry n . m(ô - j) . d , d 

Z = {bz^ - —Z2 + ôzs + —^z,)— + hz2 — 

+{iz3 + mz4)- \-bz4— 

0Z2 OZ3 

et 

3e 

On note que â = 3, que £ 7^ et que M ^ (sinon â = 0). 

Le feuilletage associé à cette algèbre admet pour intégrale première 

(^2^4 -iP + r]zlf 

2e (C-^s-^l - ZqzI - hz2Z4P + Ziz^zj + 2tp^£z^zI + ûzlzi + ^zf) + kzI {Z2Z4 - £P + r]zl) 
avec 

1. l iihm iim iim{ô-3) 

^ - -Âe^'Ye^^' + -bF^^-b- ~ + fe — ^' 

^ , ^ihm 1 ,^im . , £eh 

^^^'^-bF' "^^Ye^-T-^''^' 

r = m/. + 6£5, p=—, ^=—, 

( = 2mp{ô — j) et P = p{2mzi + £2:3) 2^3 
Ce qui conduit à conjugaison près à 



{Z2Z4 + Ti^;^) 



Zqz\ + ZiZ^Z^ + T2^2^3^4 + VZ^Z4^ + T32;| 

Où e {0,1}. 
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Théorème 6.4. (Maple) Soit ^ un J/f -feuilletage de degré 3 sur CP(4). 
Si J5f admet pour présentation {[X, Y] — Y, [X, Z] — aZ, [Y, Z] — 0}, a 0, 
alors le feuilletage ^ possède un intégrale première de l'un des types : 



( 3 -^2 ^4 2| 2 ^3^' 

I ^0^4 2 ^3^4 + ^2^3 ^4 ^ I 

[zxz\ - Z2Z3Z4 + §^ 

(zizl - Z2Z3Z4 + fj 

(^zozl - {2ziZ3 + zi)zl - 

Z4:{^Zqz\ + Z1Z3Z4 + Z2Z4 + 

^3 
^3k a a 

^4 ^3 

/ 2 I I 2 I 2 N** 

(^2;i2;4 + 2;2^3^4 + ^2^3 + ZqZ4) 

\ 1^ / 2 I I 2 

^3 \ / ZiZ^ + ZQZ3Z4 + ^2^3 



— exp 

Z4 



+A 2A-K 



(Zl^l + ^o^3^4 + ^2^3) 

^3 \ " / ^1^4 + ZQZ3Z4 + Z2Z3 

— exp 2 

^4/ V ^3^4 



^(^0 - 7^^i)^4 + (7"^c - - + 7"^ ^2^3) ({zo - 7 ^1)^4 + (70- d)z3 - + 7 ^2^3^ 

^2 

^4 

{zo - zi)z4 + CZ2Z3 -§+vz'l I C [zoZi - 2g5zl - f ) 




(2:0 - Zi)z4 + CZ2Z3 - f + Vzl 

z^^z^*Q^\ ou Q est une certaine cubique, et ses dégénérescences (cf 3.2.5.) 

^4 (^0^3 + ^1^2^3 + Z2) 

„3A-2k 
^3 

\ / 2 I I 3 

Z4 \ ( ZqZ^ + Z1Z2Z3 + Z2 



I \ 2 

,^3/ \ ^3^4 
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-3 exp I — 

{zizl + Z0Z3Z4 + ez2zl — azl) ( vz^ 



exp 



(Z4 — Z3) \Z3 — Z4^ 

{zizl + zoZ2,Z4 + ez2zl - azl) (-^^4 - Q~zzY{zi - Q^z^)^ 



{zozj + Z1Z3Z4, - ezlf 

{Z2Z4 + Tizlf 



Zqz\ + ZiZ^zl + T2^2^3^4 + VZ^Z4 + T32;| 

oû a, e, Tj e {0, 1} et les autres paramètres sont des nombres complexes. 



4. L'algèbre ^ a pour présentation {[X,Y] = [X,Z] = 0, [Y, Z] = F}. 

Comme précédemment on définit les combinaisons linéaires permises par 
les combinaisons linéaires de X, Y et Z avec X, Y, Z et R qui respectent la 
structure de l'algèbre =èf . 

La résolubilité de et l'égalité \Y, Z] = Y assurent que Y est nilpotent. 
Les matrices X et F commutent d'où l'existence d'une base dans laquelle on 
peut jordaniser X et F ; on obtient modulo R les configurations suivantes : 
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1^0 


/3 
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et y = 
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1? 


et y = 
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0/ 
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4. if A POUR PRÉSENTATION {[X,Y] = [X,Z] = 0, [F, Z] = Y}. 
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et y = 
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On cherche alors Z tel que [X,Z] = et [Y, Z] =Y, on obtient les sept 
configurations suivantes que l'on traite au cas par cas. Certaines configurations 
s'avèrent redondantes comme nous le verrons ; comme cela ne se constate qu'à 
posteriori nous les avons laissés. 

4.1. D'après Maple, les champs X, Y et Z s'écrivent 

X = zo— + zi—, Y = ezi— + Z3^, e ^0 

OZq 0Z\ OZq OZ2 

d d d 

d d 

+ ((6 + 1)Z2 + + ^4-^4)^ + (^5-^3 + ^6-24)^ 

Le feuilletage ^ associé à cette algèbre est décrit dans la carte afiine 
Z3 — 1 par la 1-forme eu donnée par 

((6 - ^6)^4 - ^5){zidZo - ZodZi) + £(^5 + (^6 " i2)zA)zldZ2 

+(-2^0 + {il - ^iz)z\ - eziZ2 - eiiZiZijZidzA 
Supposons que A = ~ 7^ ; on peut résorber le terme ^5 et, comme 
£ 7^ 0, par une homothétie on se ramène à 

\{zQdzi — zidzo)z4 + Xzlz4dz2 + {zq + i'iZi — Z\Z2 — i^zxz^dz^ 

On procède ici par éclatement Posons — tzi, — — ^3 — puis 
T — t — Z2 + Ci'j 011 obtient 

zliiT - i4Z^)dz4 - XzidT) 



6. if-FEUILLETAGES DE DEGRÉ TROIS SUR CP(4). 

qui a pour facteur intégrant 

zfz,{{l-X)T-^,z,) 
Si A 7^ 1, le feuilletage admet pour intégrale première 

~,X ,yA 1 



et 



smon. 



((1 - A) (^0^3 - ZiZ2 + ^[ziZs) - ^4^1 ^4)^ 



Z4 ( ZqZ^ — Z\Z2 + Cl^l^S 

exp ' 



^3 V ^1^4 



Ce qui donne à conjugaison près 



1 

1 3 4 

(^0^3 + 2:1^2)^ 

si A 7^ 1 et 

^4 ( ZqZ?, ^ Z\Zl\ 

— exp 

^3 V ^1^4 / 

sinon. 

Supposons que A = ; on remarque que si ^5 = 0, le degré du feuil- 
letage chute. La 1-forme oj s'écrit alors 

-{5(2:1^^0 - z^dzx) + ei^z\dz2 

+ (^0 + (6 - ^i'i)z\ - eziZ2 - e^iZiZA) zidz^ 
Si ^4 7^ 0, posons t = ^, T — —t + ez2 et = 2:4 — ^^^^^ ; quitte à 
diviser par on a 

ou = C5dT - (T + £^4Z4)ciZ4 

i.e. 

dT _T + £^4^4 

dZi {5 
Ainsi T = Cexp^4 — e^4{Z4 + ^5) et 

C= (T + 5^4(^4 + e5))exp(-Z4) 
est une intégrale première du feuilletage. Finalement on obtient 

— Z4, + uz^ 



f eziZ2 - Z0Z3 + £^4^1 2:4 - £^4(^5 - 1^)Z1Z3\ 

exp 

V ^1^3 / 

où 



Z3 
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soit à conjugaison près 

Z1Z2 + ZoZs\ ( Z4 

exp — 



Pour ^4 = 0, on trouve l'intégrale première 

^0^3 ~ £ZiZ2 — (Cl — £^3)^1^3 / ^4 

■exp ' 



Z1Z3 \ ^5Z3 

soit à conjugaison près 

Z0Z3 + Z1Z2 ( Zi 

exp — 



On constate que les intégrales premières trouvées dans les cas ^4 7^ et 
^4 = sont conjuguées. 



4.2. Le deuxième cas donné par Maple est le suivant 

d d d d 

X ^ {zo + Pzi)- h Zi — , Y ^{Z3 + (^9 - ^3)2:4)^ + Z4 — 

UZq UZi OZ2 (JZ-i 

d d d d 

Z = Cl^l^ + (^2 + 6^3 + ^42:4)^ h 6^4^ Z4 — 

OZq OZ2 OZ3 OZ4 

Posons 

2Z2 - Zl + 2(^3 - 6)^3 + 6^3 + ^4 - il 



Z- 



2 

alors la 1-forme annulant les champs X, Y, Z et R s'écrit 

Zidzo - {zq + I3zi)dzi il dZ2 
z\ 2 Z2 

ce qui conduit à l'intégrale première 

zf (^2^4 - I + (^3 - 6)^3^4 + (^3(^3 - 6) + iA)zif' f2zo 

soit à conjugaison près 

2/3/ zl\^' 
Zl \Z2Zi -y) fzo 

z. 



2(mi) ^""^V^i 
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4.3. Comme troisième cas on a 



d 9 , ^ . d d ^ 

X = zo^ ^^1"^' Y={z3-^3Z4)^ ^^4-^, -R et 

OZo OZi OZ2 OZ3 

d d d 

ou bien si ^0 — Ce 

d d d d 

X ^ Zo- — , Y={Z3-C3Z4)^ ^^4^, -R et 

OZo OZi OZ2 OZ3 

d d d d 

Dans le premier cas, après étude dans la carte affine 2^4 = 1, on trouve 
l'intégrale première 

Zo \ î6-«o / Z2Z4 - Y + C3Z3Z4 
qui est conjuguée à 

' ■ 2 



Zq \ Î6-C0 / Z2Z4 - 
Zl 



et dans le second cas 



qui se ramené a 



Z2Z4 - Y + C3^3^4 / 2zo 

2 exp 

zi V ^1 



Z2Z4 — zl I Zq 

7-2 exp — 



M. 

C'est un cas particulier du 4.2 (/? = 0, .^i = 1) 
4.4. Les champs X,Y et Z s'écrivent dans le quatrième cas : 

X — Zq— h Zl— — , Y — Zl— h Z4— — 

ozq azi ozq 0Z2 

d d d 

Z ^ -Zi— + {Z2 + ^3^3)^ + (^8^3 + ^92:4)^ 



La 1-forme u annulant ces champs s'écrit dans la carte affine Z4 — I 

(^8^3 + C9){zidZQ - ZodZi - zfdZ2) - Zi{zo - Zi{z2 + C3Z3Zl))dZ3 
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autrement dit 

ai Z2 ] — Z2— ^3^3 



J \Zi ) ^8^3 + ^9 

Posons u—'^ — Z2 \ alors à multiplication près lo est du type 
(^2:3 + i%)du + (m - ij,z-i)dz2, 

Notons, si ^8 7^ : 

«; = Z3 = 2:3 + K et [/ = — ^3«; 

Ç8 

Alors le feuilletage est décrit par 
et admet pour intégrale première 
si i% 7^ -1 et 

exp 



smon. 



On obtient dans les coordonnées initiales l'intégrale première 

(2:3 + ^^4)((C8 + 1)(^0^4 - ^1^2 + C3^^1^4) - {3(^3^4 + ^^1))^^ 

Z]_ Z4 

qui est conjuguée à 



^1 ^4 



si ^8 7^ 1, et 

' -23 + /î-24 
2:4 

que l'on conjugue à 



\ / - 2:1^2 - 6^^1^4 \ 



^3 \ / ^0^4 ~ Z\Z2 

— exp 

Z^) \ ZiZ-i 

sinon. On remarque que cette dernière intégrale première se ramène à 
celle obtenue en 4.1. pour A 7^ 1. 

Lorsque = 0, la 1-forme uj s'écrit 

i^du +{U- ^3Z3)dZ3 
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et a pour intégrale première 



^3 

(u - 6^3 + exp ( — 

Ç9 



ce qui conduit à 



Z0Z4 - Z1Z2 - ^sZlZs + 66^1^4 / ^3 

exp 



Z1Z4 \C9Z4. 

que l'on transforme en : 

Z0Z4 — Z\Z2 ( Zz 

exp — 

Cette intégrale première est encore conjuguée à celle obtenue en 4.1. pour 
A = 0. 

4.5. Grâce à Maple, on obtient pour le cinquième cas 

d d d d d 

^ = Zq— h Zi— — , Y = Zi— h Z3— h 2:4— — 

OZo OZ\ OZq OZ2 OZ3 

ry ^ 9 d ^ d d 

Z = iizi^ Zi- h 2Z2^ h Zs — 

OZq OZi OZ2 OZ3 

La 1-forme qui annule ces champs s'écrit dans la carte affine Z4 — I 

{2z2 - zl){zidzo - zodzi - zldz^) + Zi{zq - iiZi - ZiZ3){dz2 - z^dza) 
soit à coefficient multiplicatif près 

c^(f -6-^3) d{2z2-zl) 



^ ~ ^1 ~ Z3 2z2 — zl 

On constate que 



{zoZ4 — ^lZiZ4 — ZxZ-if' 

z\ {2z2Z\ — zl) 

est une intégrale première rationnelle du feuilletage de CP(4) associé, ce 
qui donne à conjugaison près 

{Z0Z4 — ZiZ^f' 

zf {Z2Z4 — z1) 



4.6. D'après Maple l'avant dernière possibilité est la suivante : 

d d , . d d ^ 

X ^ zo- l-uzi-—, Y^{z3 + KZ4)^ \- Z4T;—, it et 

OZq OZi OZ2 OZ3 
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d d 

+ {2Z2 - KZ3 + (^4 - C9'^)Z4)- \- Z3 — 

OZ2 OZ3 

OÙ 

« = 6 - 6 



La 1-forme annulant les champs X, Y, Z et R s'écrit dans la carte 
affine Z4 — 1 

{/3 — 2k,zs — zl + 2z2){vzidzQ — zodzi) + ^ZQZi{dz2 — k — Z2)dzz 
où 

/5 = ^4 - {g/î et 7 = ^6 + (i^ - 1)6 - 
Cette 1-forme s'écrit aussi 

dzQ dzi 7 d{l3 + 2z2 — 2k,Z3 — z^) 
Zq Zi 2 P + 2z2 — 2k2;3 — z^ 

Le =$f-feuilletage décrit par cette forme admet donc pour intégrale pre- 
mière 

zq''{pzI + 2Z2Z4 - 2KZ3Z4 - zjy 

„2(7+i.-l) 2 
Z4 

que l'on conjugue à 

zi'^{z2z,-ziy 

2(7+1.-1) 2 
Z4 

4.7. Enfin la dernière possibilité est celle où les champs X,Y et Z s'écrivent 
d d d d 

X ^ Zq- \-Z4T—, Y^{Z3 + eZ4)- h 2^4 7^, -R et 

OZq OZi OZi OZ2 

d 

z = ((6 + e)z2 + (6 - 6)'23 + (6 - 6 + 6 - ^6)'24)^ 

+ {Z2 + 6^3);^ K + 62:4);^ 

0'-Z2 



La 1-forme annulant les champs X, Y, Z et R s'écrit dans la carte 
affine 2:4 = 1 

{z3 - ^9){dzo - zodzi + Zo{e + Zs))dz2 

+ (2:0(^2(23 - 6) + ^3((^3 + s)^3 - + 6) - 6 + £6 + CoCe)) C?^3 
qui admet comme intégrale première 

Zo{z3 - C18Z4Y ( -Z1Z4 + £2;22;4 + Z2ZZ -F ^zl -F V2;32;4 
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OÙ 

C = ((6 + 1)(6 + Çs)^ - 6 + CoU 

et 

^ = ((£ + 6)6-6 + ^9) 

soit à conjugaison près 



exp . 

Théorème 6.5. (Maple) Soit 3^ un ^-feuilletage de degré 3 sur CP(4). 
Si ^ admet pour présentation {[X, Y] = 0, [X, Z] = 0, [Y, Z] = Y}, alors le 
feuilletage ^ possède à conjugaison près l'une des intégrales premières suiv- 
antes : 

-A.A-l. 
-1-3 'i 



{Z0Z3 + Z1Z2) 

Z4 { ZqZz + Z1Z2 

— exp 

^3 \ ZiZi 



Z0Z3 + Z1Z2 ( z^ 

exp — 

Z\Z-i V^3 



2A/ ^i^" 
Zx \ ^2^4 



■ ^0 

exp I — 



2(A+«) 



Z. 



2 



^1 / V ^4 



^3(^0^4 ~ Z\Z2f 



(^0^4 — ZxZ2^ 
z\ {Z2Z4 — z'^) 

Zq'^{z2Z4 — zl)^ 
2(A+K-1) 2 

^o(~3 ^ -4)'^ / ^1-1 + -2 -3 



1+K exp, 2 
-24 \ ^4 



où K et X désignent des nombres complexes. 



5. if A POUR PRÉSENTATION {IX,Y] = [X,Z] = 0, [Y,Z] = X}. 

5. L'algèbre ^ a pour présentation {[X,Y] = [X,Z] = 0, [Y,Z] 
On se propose de vérifier le : 
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= X}. 



Théorème 6.6. // n'existe pas de ^ -feuilletage de degré 3 sur CP(4) 
associé à l'algèbre {[X, Y] = 0, [X, Z] = 0, [Y, Z]=X}. 

La démonstration se fait en deux étapes, chacune correspondant à l'un des 
lemmes qui suivent. 

L'égalité [Y, Z] — X implique que X est nilpotente ; par jordanisation X 
s'écrit 



où Si e {0, 1}. Notons 



/o 


£i 








\ 

























^3 

















£4 


Vo 











J 




/ 


1 






















4 = 











1 


















^0 












On a le : 

Lemme 6.7. Si X n'est pas conjugué à X4, alors l'algèbre =âf n'est pas 
associée à un feuilletage de degré 3 sur CP(4). 

DÉMONSTRATION. Si X est de rang 4, comme Y et Z commutent avec X, 
les matrices Y et Z sont de la forme 

/ K (3 'y S \ 

u K. (3 j 

i/ K /? 

u K 

^ i/ y 
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Mais alors [Y, Z] = 0, ce qui est exclu. 

Supposons que X soit de rang 3 ; alors X est du type 



^1 



/ 1 \ 

10 

1 







ou Xo 



Commençons par supposer que X est du type Xi 
donc s'écrivent quitte à soustraire un multiple de X 



/ 1 \ 

10 



1 

y y 

Y et z commutent à X 



Mais alors [Y, Z] est de la forme 



/ K 





p 


* 


* \ 





K 
















K 






















\o 








* 


*y 


me 










/O 








* 


* \ 























































* 


0/ 



et ne peut donc pas être égal à X. 

Finalement supposons que X soit du type X2; Y et Z commutent à X 
donc s'écrivent respectivement quitte à soustraire un multiple de X 



/O 





6 


6 






/o 





Kl 


K2 


«3 \ 















































et 






















^5 


^6 









K4 


K5 


Kg 









^4 









^0 





K4 





>^6 J 



Alors la condition [Y, Z] — X ne peut être satisfaite. 
Si X est de rang 2, alors X est de la forme X4 ou 



X. 



/ 






o\ 





0/ 
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Si X est du type ; comme Y et Z commutent avec X, ils s'écrivent 



quitte à soustraire un multipl 


e de X 










( ^ 





* 


* 









K 


A 

u 


A 

u 


A 

u 










K 


A 

u 


A 

u 










* 


* 


* 









* 


* 


* / 


Mais alors [Y, Z] est de la forme 












/o 





* 


* 


* \ 












































* 


* 


* 









* 


* 




et ne peut donc pas être égal à X. 











Si X est de rang 1, alors le feuilletage associée à =âf est en fait un pull- 
back. □ 



Reste donc à traiter le cas où X = X4 ; les matrices X et F commutent 
donc sont simultanément jordanisables. Il nous reste parmi les configurations 
rencontrées en 4. la suivante : 



X 



/ 1 \ 



1 







et y 



/ I/o /5 \ 

I/o 

5 



\ 1/2 y 



Lemme 6.8. Cette configuration ne génère pas un ^ -feuilletage de degré 3 
sur CP(4). 



DÉMONSTRATION. A combinaisons linéaires permises près Y et Z s'écrivent 
/ 1^0 



\ 

I/o 

5 



\ Q 1/2 y 



et 



/ 

ClO 
Cl5 

V C20 





Ce 
Cil 
C16 
C21 



C2 
Cr 
C12 

Cl7 
C22 



Cs 
Cs 

Cl3 
C18 
C23 



C4 \ 

C9 
Cl4 
Cl9 
C24 j 
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L'égalité [Y, Z] — X = s'écrit alors 

/ -1 -U0C2 C2S - i^oCs (4(1^2 - 1^0) \ 

-z/qCt (7^ - t'oCs (9(^2 - J^o) 

ClOi^O - 5Cl5 Cll^O - (^Cie -Cl7^ 5(Cl2-Cl8)-l Cl4f^2 - 5Cl9 
ClSi^O Cw^O C17S Cl9i^2 
\ C20(i^0 - i^2) C2l(i^0-i^2) -1^2(22 (22(^-1^2(23 J 

ce qui est absurde (première ligne, 2ème colonne). □ 



6. L'algèbre =5f a pour présentation 

{[X, Y] = Y, [X, Z] = Y + Z, [Y, Z] = 0}. 

De même on a le : 

Théorème 6.9. Il n'existe pas de ^-feuilletage de degré 3 sur CP(4) 
associé à l'algèbre décrite par {[X, Y] — Y, [X, Z] — Y + Z, [Y, Z] — 0}. 

La démonstration se fait en deux étapes, chacune correspondant à l'un des 
lemmes qui suivent. 

La résolubilité de ^ et l'égalité [X, Y] — Y implique que Y est nilpotente, 
alors par jordanisation Y s'écrit 

f €1 \ 

£2 

£3 

£4 

\ y 

où Si e {0, 1}. Notons 



/o 


1 








0\ 


























1 




















^0 














on a 



Lemme 6.10. Si Y n'est pas conjugué à Y4, alors l'algèbre n'est pas 
associée à un feuilletage de degré 3 sur CP(4). 



6. ^ A POUR PRÉSENTATION {[X, Y] = Y, [X, Z]=Y + Z, [Y, Z] = 0}. 



143 



DÉMONSTRATION. Supposons que Y soit de rang 4. Comme Z commute 
à Y, la matrice Z est quitte à soustraire Y de la forme 



/o 





/9 


7 


s\ 













7 














P 































et l'égalité [X, Y] = Y implique que 



X 



Ainsi [X, Z] — Z s'écrit 



/ 


k' 


P' 


7' 


S' 


e' 


\ 







k' + 1 


P' 


i 


S' 












k' + 2 


P' 


i 















k' + 3 


P' 




V 
















) 



(0 





* 


* 


* 


\ 











* 


* 
















* 





















^0 














/ 



et ne peut dont pas être égal à Y. 



Supposons que Y soit de rang 3, alors Y est du type 



Yi 



/O 







1 










1 







o\ 





0/ 



ou Yo 



/o 







Si Y est du type Yi ; comme [Z, Y] 



( 



\ 



P 

K 







0, on obtient 



* 

7 

P 

K, 
* 



* 






* 



L'égalité [X, Y] = Y implique que X s'écrit 







V 



P' 

k' + 1 






7' 
P' 
k' + 2 






7' 
P' 
k' + 3 



* \ 



* 



o\ 




1 

0/ 
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Alors [X, Z] — Z est de la forme 








V 












7 


— K 






* * \ 
7 


-K 

* * y 



donc différent de Y. 



Si Y est du type Y2, alors comme l'] — et Z est nilpotent, on obtient 

/ 6 /3 6 \ 

/5 






y K 



L'égalité [X, F] = y implique que X s'écrit modulo R 



/o 


b 


c 


ô 


e 


\ 





1 

















2 













/ 




a 


/?. 









/ 





a + 1 


J 



Alors [X, Z] - Z - y s'écrit 



/O 


Pf-KÔ-1 




- 6^2 - eK 


/?(a- 1) 


p{h -b)+ 6a - 








(3f-KS 


- 1 





P{a-1) 






















—a/t 


/t(6-/i) +6(1 


-a)+ 6/ 





KÔ-pf-l 







— aK, 











Cette matrice doit être identiquement nulle. En particulier on a 
(3f-K5-l^K5-pf-1^0 

ce qui est absurde. 

Supposons maintenant que Y soit de rang 2 ; alors Y est du type Y4 ou : 

/ 1 \ 



Y. 



10 
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Si Y est de la forme Y^, alors l'égalité [Y, Z] = conduit à 



f K j3 * * * \ 

/3 

K 

* * * 

* * * 



Ensuite l'égalité [X, Y] = Y implique que X est de la forme 



/ 


k' 




* 


* 


* 


\ 







n' + 1 






































* 


* 


* 




V 








* 


* 


* 


/ 



En résulte que [X, Z] — Z s'écrit 





— tv 





* 


* 


* 


\ 







— K 





















—K 


















* 


* 


* 




v 








* 


* 


* 


/ 



et ne peut donc être égal à Y . 

Si X est de rang 1, alors le feuilletage associée à =èf est en fait un pull- 
back. □ 

Reste donc à traiter le cas où F = 14 ; les matrices Y et Z commutent, d'où 
l'existence d'une base dans laquelle on peut jordaniser Y et Z . Par ailleurs la 
résolubilité de et l'égalité [X, Z] — Y + Z implique que Z est nilpotente ; 
donc parmi les configurations du 4. il nous reste seulement la configuration 



Y 



/ 1 \ 



1 



y y 



et z ^ 



/ /3 \ 



5 



\ y 



Lemme 6.11. Cette configuration ne génère pas un ^-feuilletage de degré 
3 sur CP(4). 
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DÉMONSTRATION. L'égalité [X,Y] = Y implique que X s'écrit à combi- 
naisons linéaires permises près 



/ 





Cl 


C2 


Ca 


\ 





1 





C4 







C5 


Ce 


Ct 


C8 


C9 







Cio 





C7+1 







l 


Cil 





Cl2 


Cl3 


/ 



Mais alors on a 



[X,Z]-Y - Z = 



/ 


-1 





- CiS 


o\ 




















<^Cio - Cs/? 





-1 


































d'où — 1 = ce qui est exclu. □ 



CHAPITRE 7 



=2^- feuillet âges de degré et de codimension quelconque 

sur CP(n). 

Par définition, un J5f-feuilletage de degré et de codimension p sur CP(n) 
est associé au champ de p-plans défini par une p-forme homogène Q de degré 
1 sur C""*"^ annulant le champ radial R. Plus précisément une telle 1-forme 
s'écrit 

Q = ^2 Lidzi^ A ... A dzi^ 

I={ii,...,ip) 

OÙ Li désigne une forme linéaire. On demande que ÎrÇI ^ 0. L'intégrabilité 
se traduit comme suit : en tout point m G C""*"^ générique, i.e. n(m) 7^ 0, la 
1-forme Q s'écrit localement 

fl = cui A . . . A cUp 

où les Ui sont des 1-formes locales telles que le système de Pfaff engendré par 
les LUi soit intégrable : 

a;i A . . . A a;p A dcUi = V i G {1, . . . ,p} 



Théorème 7.1. Un feuilletage ^ de codimension p et de degré sur 
CP(n) est un ^-feuilletage. 



DÉMONSTRATION. Elle résulte de la description des formes Q. qui suit. 
Si p = n — 1, la condition irQ, — implique l'existence d'un champ Xq tel 

que 

^ = ixoiRdzQ A...AdZn 
Comme degQ = 1, on peut prendre pour Xq im champ constant, par exemple 
Visiblement, ^ est un ^-feuilletage et l'algèbre ^ est engendrée par les 
champs 

d 

j = 0, ...,n+ 1 et i? 

OZq 

Les ^, 1 < i < j, sont des intégrales premières de Dans la carte affine 

" d 

^0 = 1, le feuilletage est associé au champ radial de C" : y Zi——. 
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On suppose que p < n — 1. Soit m G C"+^ un point générique, la 1-forme 
Q s'écrit 

a;o A . . . A cup-i 

où cui désigne une l-forme locale en m. Le théorème de Frobenius classique 
assure l'existence de submersions /i, . . ., fp indépendantes telles que 

On peut supposer que fi = Zi+ termes de degré supérieur pour tout i = 
0, . . . ,p — 1. On a l'égalité dQ A dfi = qui, comme la 1-forme dfl est à 
coefficients constants, conduit pour i = 0, . . . ,p — 1 à 

dQ Adzi = Q 

En résulte que 

Q = dzQ A ... A dzp^i A T] 

où Tj est une 1-forme à coefficients constants : il existe une forme linéaire L tell 
que T] = dL. L'identité d'Euler 

LrQ ^ ijidQ ^ {p+l)Q 

assure que 

dzoA . . . A dzp-i AdL y^O 
On peut donc supposer que L = ; on obtient alors 

Q — iR^dzQ A ... A dzp) 

= Zodzi A ... A dZp — Zidzç, A dz2 A ... A dZp + . . . 

On remarque que les champs de vecteurs 

d . d d 

Zj^, i>p + l et Rij^ Zi— + Zj — , i< j <p 
dz( ozi ozj 

annulent Q. Ceci démontre que ^ est un J5f- feuilletage ; il possède comme 
intégrales premières 

— i< J <P 

Les feuilles régulières sont d'adhérence des p-plans. □ 

Rappelons que lors de l'étude de l'exemple de Gordan-Xœther nous avons 
rencontré des =âf-feuilletages de codimensions différentes de 1 ; les feuilletages 
de degré 1 sur CP(n) de codimension p, avec l<p<n — 1, ne sont actuelle- 
ment pas classifiés. Voici quelques exemples de feuilletages de codimension 2 
obtenus par intersection de feuilletages de codimension 1 par exemple dans 
CP(4). On généralisera facilement. 

Comme on l'a vu l'intersection de deux pinceaux d'hyperplans |^ = cte 
et ^ = cte définit un feuilletage de degré sur CP(4). Ce feuilletage peut 
être vu comme dégénérescence de l'intersection de deux pinceaux d'hyperplans 
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génériques ^ = cte et ^ = cte qui lui aussi est un /^-feuilletage de degré 1 
cette fois. 

Considérons maintenant un feuilletage logarithmique de degré 1, donné 

par 

E dzi 
Ai — 

i=0 * 

où Ao + Al + A2 = 0. Nous allons l'intersecter avec un pinceau d'hyperplans ; 
le degré du feuilletage associé sera 1 ou 2 suivant que la position du pinceau 
d'hyperplans est générique ou non par rapport à uji. Par exemple le feuilletage 
de codimension 2 obtenu par intersection de st de ^ = cte définit un feuil- 
letage de degré 2 sur CP(4). Il possède les deux intégrales premières Zq" z^^ z^^ 
et On peut faire dégénérer ce pinceau sur le suivant ^ = cte et obtenir 
ainsi un feuilletage de degré 1. Ces deux feuilletages sont des ^-feuilletages. 
Si l'on considère un autre type de dégénérescence du pinceau, par exemple le 
pinceau = cte, on obtient un feuilletage de degré 2 et de codimension 2 
qui n'est pas un =èf-feuilletage. 
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